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CAPITOLO I. 


Coimltlcrnzlonl gcnrrnll 


1. La geometria, investigando le proprietà e la misura rid- 
i' estensione figurata, considera un doppio ortiine rii relazioni esi- 
stenti fra le varie parti che compongono una figura o fra differenti 
figure. Le prime relazioni, che diconsi metriche, riguardano solo la 
grandezza delle linee, delle superficie e dei volumi appartenenti 
alla figura o alle figure considerate ed hanno luogo fra i valori 
assoluti di (ali quantità: le altre, dette descrittive, dipendono dalla 
forma e dalle posizioni rispettive delle varie parti di una figura o 
delle figure, indicando per esempio se un punto è situato sopra o 
sotto una retta data, se una retta è diretta a destra o a sinistra 
di un altra etc. Le proprietà delle figure che contengono relazioni 
descrittive si nominano parimente proprietà descrittive, e quelle di- 
pendenti da relazioni metriche diconsi proprietà metriche. Per esem- 
pio i teoremi « Due rettangoli stanno fra loro come i prodotti ri- 
spettivi delle basi per le altezze » « In un quadrilatero qualunque 
la somma dei quadrati dei quattro lati eguaglia la somma dei qua- 
drali delle diagonali più quattro volte il quadrato della retta che 
congiunge i punti di mezzo di queste » esprimono proprietà metri- 
che; ed i teoremi « Le tre altezze di un triangolo si segano in un 
medesimo punto a « In qualunque quadrilatero le bisettrici dei quat- 
tro angoli formano un secondo quadrilatero le di cui diagonali pas- 
sano per i punti d' intersezione dei lati opposti del primo » signi- 
ficano proprietà descrittive. 

2. Quasi fino dall' origine dell'Algebra si espressero mediante 
formule analitiche le relazioni metriche all'oggetto di dimostrare leo- 

Oeorn. AnaJ. * 
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remi ad esse relativi, o di risolvere problemi ove in generale era 
da determinarsi il valore assoluto dell' elemento di una tìgura. I 
metodi che per tali ricerche si adoperano non offrono gravi diffi- 
coltà: infatti le linee, le superfìcie ed i volumi dei quali consta 
una figura determinata, considerati indipendentemente dalla posi- 
zione relativa che in essa occupano, si possono esprimere con nu- 
meri e rappresentare per mezzo delle lettere dell' alfabeto le quali 
allora significano il valore assoluto di tali grandezze od i rapporti 
che hanno colla unità della medesima loro specie. Quindi le rela- 
zioni geometriche da cui sono esso congiunte si possouo tradurre 
in equazioni, le quali poi, trasformate e combinate insieme, con- 
ducono a scuoprire nuove proprietà appartenenti alla figura consi- 
derata o a determinare una grandezza incognita. Così, per esempio, 
si abbia da risolvere il seguente 

Problema. Dati i Ire lati di un triangolo determinarne le 
altezze. 

Essendo ABC il triangolo dato s’ indichino con a, b, c i va- 
lori assoluti dei lati opposti rispettivamente ai vertici A, B, C, con 
ac,, x v x. s , quelli delle perpendicolari abbassate da ciascuno di essi 
vertici sul lato opposto, c finalmente con y v a — y, ; y r b — y 3 ; 
Vr c — Vi* quelli dei segmenti determinati da ogni perpendicolare sul- 
la rcspettiva base. La relazione fra il quadrato della ipotenusa ed i 
quadrati dei cateti sussistente in ciascuno dei sci triangoli rettan- 
goli che si formano abbassando le perpendicolari conduce alle se- 
guenti equazioni 

hy.*=& a . <-r K.W, 

«/-H 6 — »»)*=**■ 

Eliminando le incognite ausiliari y t , y r si ottengono le 
altezze le cui espressioni, dopo avere introdotto il perimetro 

2p=a | 6-[-c e fatto VP JP — <VJ> — à)(p — c)=a , sono 

ìa 2a 

•r,= — , -r,=-7- , — • 
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t)a questi valori si deduce clic a è l’area del triangolo e 
che è sempre un numero reale e positivo: infatti, poiché un lato 
é minore della somma degli altri due, si hanno le diseguaglianze 
a<p, bcp, ecp, e perciò positivo il prodotto sotto il segno ra- 
dicale; ed, essendo x v x e x 3 valori assoluti come a, b, c, il ra- 
dicale deve essere preso necessariamente col segno -j-, 

3. I teoremi c i problemi nei quali si considerano le rela - 
ìioni descrittive delle figure richieggono, onde esser trattati ana- 
liticamente, processi di un'altro ordine. Il primo fu esposto da Des- 
cartes nella sua Geometria. 

Il metodo nominato cartesiano, dal nome del suo inventore, al- 
lorché è applicato alle figure che possono considerarsi tracciate in 
un piano, consiste nel prendere in questo due rette qualunque con- 
correnti, nel considerarle come fìsse e perciò note di posizione c 
nel riferire ad esse qualunque punto giacente nel piano col mezzo 
di rette ausiliari condotte da questo a ciascuna di esse sempre se- 
condo una determinata legge. Allorché poi è applicato alle figure 
nello spazio consiste nel prendere tre piani qualunque, ma con- 
correnti in un punto, e nel ritenerli come fissi e perciò noti di 
posizione, e nel riferire ad essi ogni punto dello spazio per mezzo 
di tre rette ausiliari condotte da questo a ciascuno di essi se- 
condo una legge costante. 

Dctermlaailonc di un punto nel plano. 

4. Coordinate rettilinee. Siano prese arbitrariamente nel piano 

le rette XOX', e YOY' e sia 0 il punto della loro intersezione. 
Kssendo M, un punto qualunque la cui posizione deve riferirsi a 
quella di tali rette si conducano per esso MjMj, e M,M 4 , ri- 
spettivamente parallele a XX' e YY\ e s'indichino con P 4 c P, 
i punti ove ciascuna sega quella di esse alla quale non è paral- 
lela: quindi si compia il parallelogrammo avente i lati c 

M,M t doppi delle lunghezze M,P, e M,P,. 



I 

Per determinare complelamenle la posizione del ponto M, è ne- 
cessario e sufficiente cbe siano noti 
i valori assoluti delle lunghezze 
MjPj— OP, e M,P,=OP 2 e sia pur 
nota la direzione in cui debbono 
essere contate sulle rette OX e OY 
relativamente ad 0. Infatti rappre- 
sentando con a e 6 i valori assoluti 
di tali lunghezze , cioè a=OP, e 
»=:0P 4 , ed essendo OP,=OP 3 . OP^OP,, è evidente che ad n e 
a b corrispondono i quattro punti M, , M s , M 3 , M 4 i quali due 
a due sono poi simmetricamente disposti rispetto alle rette XX e 
YY', ed è pure evidente che ciascuno di essi giace in uno dei 
quattro angoli da quelle formati: cosicché per distinguerli l uno 
dall’ altro è necessario conoscere in quale dei quattro angoli cias- 
cuno è situato. Perciò si stabilisce il principio che ritenendo come 
positive le lunghezze contale sopra una retta in direzione determi- 
nata relativamente ad un punto fisso su di essa, si debbano considera- 
re come negate quelle contate nella direzione opposta, essendo pelò 
interamente arbitraria la direzione nella quale da prima si misurano 
le rette positive. Nel caso attuale si ritengono positive le lunghezze 
misurate sulla OX a destra del punto 0, e quelle misurale sulla 
OY al di sopra di esso; c pertanto sono negative quelle prese nelle 
direzioni opposte OX' e OY'. 

5. Le rette fisse XX' e YY'' si chiamano «issi coordinati 
e diconsi obliquangoli se l’angolo YOX è acuto od ottuso ed or- 
togonali se è retto : la linea XX' prende il nome speciale di asse 
delle ascisse e Y’Y' quello di asse delle ordinate; ed il punto O 
della loro intersezione quello di origine de'le coordinate. Le rette 
ausiliari M,P s =OP, e M,Pj=OP,, colle quali si riferisce la posizio- 
ne del punto M, a quella degli assi coordinati, si chiamano le sue 
coordinate : la OP,, contala sull’asse XX', diccsi ascissa e la OP, , 
presa sull’asse Y’Y", ordinata e si rappresentano con le lettere x c ij. 
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Per tali convenzioni le coordinale dei vertici del parallelo- 
grammo MjMjMjMj sono facilmente distinte , c si La 


x= 1 a 1 ,, x 

y=4-b |P erM * 


— °ì ut ®= — ni w «=-! al „ 
B=J b ]P Cr M ” y=-b jP Cr M * y——b |P Cr M v 


Queste coordinate non differiscono nel valore assoluto ma 
solo nel segno secondo clic il punto è situato nell' uno o nell'altro 
dei quattro angoli formati dagli assi. 

Essendo note le coordinale di un punto è facilissimo determi- 
narne la posizione. Infatti siano date x—-\ a, y— — b : si prenda 
sull'asse delle ascisse nella direzione OX delle grandezze positive 
una lunghezza OP,z=o e da P, si conduca una parallela a YY'; 
quindi presa sull" asse delle ordinate nella direzione delle grandezze 
negative una lunghezza OP 4 — b da P 4 si conduca una parallela a 
XX'; il punto M, ove le rette condotte da P, eP ( si tagliano è 
quello richiesto. 

Il punto che ha per coordinate x=0 e y—b giace sull'asse 
delle y ad una distanza dall'origine misurala da b : infatti essendo 
nulla l’ ascissa , ambedue le sue estremità cadono nell’ origine e la 
direzione dell'ordinata coincide coll’asse YY'. 

Parimente il punto espresso da {x=a, j/=0) è posto sull'asse 
delle x alla distanza a dall'origine. 

Il punto (x=0, i/=0) è l'origine delle coordinate. 

C. Coordinale polari. La posizione di un punto in un piano può 
determinarsi in modi differentissimi: tra questi 6 importante quello 
delle coordinale polari. 

Avendo traccialo in un piano una retta fissa OB e determinato 
su questa un punto 0 come origi- 
ne, la posizione di un punto M 
qualunque del piano è in tutto de- 
finita allorché è nota la sua distanza 
OM=P dal punto 0 e l' angolo 
:MOB=:^ : infatti dati questi elementi si perviene a determinare il 
punto M cooducendo da 0 una retta ON che formi con OB l’an- 
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golo dato p, c prendendo su di essa, partendo da 0, una lunghezza 
eguale alla data p. 

La retta fissa GB chiamasi direttrice o asse polare, e il punto 0 di- 
cesi polo : I angolo ^ e la lunghezza P, dotte angolo polare e raggio 
vettore, sono le coordinate polari del punto M. L’angolo <p si con- 
sidera come positivo allorché si suppone che il raggio vettore, per 
formarlo, abbia ruotato da destra a sinistra relativamente alla di- 
rettrice, e come negativo quando si immagina che tal moto del 
raggio vettore abbia avuto luogo in senso contrario. Il valore di P 
può esser qualunque da 0 a -|-oo. Per P=0 si ha il polo: por 
*=0 e P=a si ha un punto della direttrice. 


Problemi 



7. Problema 4°. Dati due punti M, {oo t y t ), M, (x^) esprimerne 
la distanza per mezzo delle loro coordinate. 

Se gii assi coordinati sono obliquangoli rappresentiamone con 0 
l'angolo, c conduciamo M a Q parallela 
all'asse OX. Dal triangolo M,M,Q 
si ricava 


M i M 1 *=M 1 Q , -}-M 1 Q* — 2MjQ X M,Q cos M,QM ; ovvero indi- 
cando con « la distanza M,Mj ed osservando che M,Q=x, — <r 4 , 
M,Q=y, — y r e che, essendo M,QM t =:180* — «, si ha 
cos M,QM,= — cos 6, ed estraendo la radice quadrata 

(i ) 5 =v'(o’i — »a)*-h(!/* — y*) , +2(®i — »*) cos *• 

Quando gli assi sono ortogonali si ha ®=90° e la formula (1) 
diventa 


(2) 


Nel caso in cui 


J =V(®|— < — Un- 
tino dei punti, per esempio M 4 , coincide con O 
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le formule (1) e (2) diventano 

(3) 3=v / *, i ! v, 1 -|-ÌJ ,»/, cos f 

W HV+! ft J . 

e danno la distanza di un punto all’origine; la (3) per assi obli- 
quangoli e la (4) per assi ortogonali. 

Problema 2. Esprimere la disianza di due punii mediante le 
loro coordinate polari 

Indichiamo con 3 la lung hezza M,M r e siano p , e H i raggi 
vettori e p, e $>* gli angoli polari 
dei punti SI, e ,\1, dal triangolo 
M'OMj si ottiene immediatamente 



(5) *=V'P| , -t rf—tort cos (f—V 

Problema 3.° Dati due punti M, (a?,;/,) e determi- 

narne un terzo M, che divida la retta che li congiunge in una data 
ragione m : n, gli assi coordinati essendo qualungue. 

Si conducano le coordinale dei punti dati , e siano X=OP 3 

e Y=M 3 P 3 quelle del punto 
cercato M s ; quindi da M, e 
M s si conducano le rette 
M,Q,Q f o M/j, parallele ad 
OX. 

Dai triangoli simili 

c si dedu- 

cono le proporzioni 

«A : : M,Q, : 

m : TI : : Y — g, : y t — Y : 


Y 


Mi 




/ 


Ma,-''" 

! Mu* 



, 

f 

! 

T 



M.M. 


X — a-, : or — X, 
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e da queste 


(«) 


x= mx iT nx, 
m 1 n 


Y _ m 'J-> i n tfi 

m-|-n 


Se il punto richiesto non cade fra M, e M 2 , ma esternamente 
come Mj 1 , operando in modo analogo si hanno le proporzioni 
m : n : : X — x, : X — , m : n : : Y— -y, : Y — y 2 

donde 


0 ) 


mx ì — n.T, 
m — n 


"Vi 
m — « 


Rappresentazione analitica delle linee 
mediante equazioni. 

8. Le coordinate lej potendo variare fra -f» e — », è 
sempre possibile rappresentare con esse un punto qualunque del 

piano. 

Consideriamo ora una serie di punti, non sparsi a caso nel 
piano ma disposti secondo una legge costante in modo che colla 
loro successione costituiscano una linea continua, la quale sia per 
tal modo definita da qualche proprietà caratteristica conveniente a 
tutti i suoi punti. La espressione analitica di tal legge, o di tale 
proprietà, cioè la relazione />, y)=® da essa derivante fra fé coor- 
dinate variabili di un punto qualunque della linea si chiama l' equa- 
zione di questa linea, la quale perciò prende il nome di luogo 
geometrico. 

Reciprocamente, essendo data l' equazione di una linea, la na- 
tura di questa e la sua posizione nel piano rispetto od un dato 
sistema di assi coordinati sono completamente note. Infatti dando 
od una delle variabili, per esempio a x , un valore qualunque ar- 
bitrario « e risolvendo l'equazione f («, y)=0, contenente la so a 
incognita y, si ottengono per questa uno o più valori P,, P». ••• «i 

e perciò i punti espressi da (®=«, y=Ai), (® = “* V = ^ù 1 ; •* 
(x=*,y=?,) evidentemente appartengono alla curva. Quindi 

attribuendo a x valori diversi fra -f» c — », sarà possibile de- 
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terminare un qualsivoglia numero di punti appartenenti alla curva. 
Si noti però , che , dovendosi prendere per y i soli valori reali , ai 
differenti valori della x non corrisponde lo stesso numero di valori 
di y e die alcune volte non ve ne corrisponde alcuno. 

Procedendo in modo simile si può esprimere la legge di ge- 
nerazione di una curva data, o una sua generalissima proprietà, 
mediante una equazione fra le coordinate polari di un suo punto 
qualunque: questa ne è allora l'equazione in coordinate polari. 

Unea retta. 

9. Problema I. Data una retta in un piano trovare la sua 
equazione supponendo gli assi coordinati obliquangoli. 

Sia AB la retta data la quale seghi in A l’asse delle y: da 
questo punto si conduca la reltaAC 
parallela all’ asse delle x, e preso 
un punto M qualunque della retta 
si tiri la sua ordinala HIP e sia 
p il punto ove taglia la AC. Dal 
triangolo MpA si ricava 

Mp=Ap , e quindi si ha 

sen AM p 

senMAC 

MP =M *+* P =A^-^Àty+PP- 

Ponendo MP=y, Ap=OP—x, pP~AO=b, ehe è il segmento 

tagliato dalla retta data sull'asse delle y e contato dall* origine, 

MAC=«, angolo che la retta fa coll'asse delle x, e l'angolo degli 

assi YOX=8, la equazione precedente diventa 

,,, sen* . 

(1) y — — 2 ® i "> ovvero y=ax- r b 

sen( 9 — *) 

sen a 

facendo <*= Jcn / 9 _;\. Questa, avendo luogo per tutti i punti della 
retta data, è la sua equazione. 

Gtom. Aita/. * j 
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Le quantità costanti, a e b sono necessarie per determinare 
la posizione della retta nel piano. 

Se il sistema di assi coordinati è ortogonale abbiamo 6=90', 

ut 

e quindi a =_ — =tang * esprime la tangente trigonometrica del- 
cos * 

l' angolo formalo dalla retta coll'asse delle x. 

Se la retta data AB è parallela all'asse delle y, indicando con 
a il segmento OA che essa deter- 
mina sull'asse delle x contato dal- 
l’origine, la sua equazione è evi- 
dentemente x=a, esprimendo que- 
sta il luogo di tutti i punti elio 
hanno l’ascissa costante a. Simil- 
mente P equazione della retta A'B' 
parallela all’asse delle x è ;/=f\ dove & è il segmento OA' che 
essa determina sull’asse. 

Infine l’equazione ®=;0 rappresenta l'asse delle y, y=0 
quello delle a; e il sistema delle due equazioni x=0, t/=0 il punto 
O, origine delle coordinale. 

Problema IL Data di posizione una retla, determinare la sua 
equazione in coordinate polari. 

Siano 0 il polo, OD l’ asse polare e AB la retta data : con- 
dotta da 0 la perpendicolare OP 
sopra AB e ad un punto qualun- 
que M della retta il raggio vettore 
OM, si ponga OP=p, POA=«, 
O.M=p e MOA— 9. Dal triangolo 
rettangolo OPM si trae immediata- 
mente 

(2) OP— OM cos MOP ovvero p=p cos (* — f) 

la quale, convenendo ad ogni punto della retta, ne è l'equazione. 

Se la retta data è perpendicolare all'asse polare, ovvero se 
l'angolo “ c nullo, P equazione polare della retta diviene p—P cos p. 
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Circonferenza. 


40. Problema I. Trovar e i C'/uazione della circonferenza del 
circolo il cui centro è net punto (oc=?a, y=b) ed il cui raggio è 
r, gli assi coordinati essendo obliquangoli. 

La proprietà caratteristica che definisce la circonferenza ò quella 
di avere ogni suo punto equidistante dal centro. Pertanto, indicando 
con 0 l'angolo degli assi e con ai e y le coordinate di un punto 
qualunque della curva, la distanza di questo dall' origine eguaglia 
il raggio r; cosicché l’equazione cercata è (n.° 7) 

(1 ) i ì =(x—a) i ^{y—bfJ r <i'x—a)iy — 6) cos t. 

Se gli assi coordinati sono ortogonali si ha 9=90° e l’equa- 
zione diviene 

• (2) r *=( x - a )* r (^-ò)* 

Se il centro del circolo coincide coll'origine abbiamo a=0 e 
6=0, e le equazioni (1) e (2) si trasformano nelle seguenti 
(3) r*=a5*-j xp-'-ìxy cos 5, (4) t*=a ?*— j-y*. 

Problema If. Trovare in coordinate polari f et/uazione della cir- 
conferenza del circolo il cui centro è nel punto (p=d, p—x) ed il 
cui raggio è r. 

Designando con p e 9 le coordinate polari di un punto qua- 
lunque della circonferenza, la sua distanza dal centro eguaglia il 
raggio r c perciò (n.° 7) l’equazione cercata è 

(5) r , —p t 1-d 1 — 2,*{ cos («—*). 

Se 1 asse polare passa pel centro o «=0, F equazione diventa 

(6) d* — 2 pd cos P. 

Quando si prende per polo il centro abbiamo 

CO r=f. 
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Rlllaar. 

ii. L'ellisse è una curva tale che la somma delle distarne di 
ogni suo punto a due pinti fissi, dati di posizione nel piano, egua- 
glia una data lunghezza. 

Problema I. Determinare l'equazione dell'ellisse incoordinate 
rettilinee. 

Si ponga i' origine delle coordinate di un sistema d’ assi orto- 
gonali nel punto di mezzo 0 della 
retta congiungente » punti fissi 
P e P, e si prenda questa per 
asse delle co c la sua perpendico- 
lare in 0 per asse delle y. Indi- 
cando con 2o la lunghezza data, 
con 2 c la distanza F F' dei due 
punti fissi, con (*=OP, y=MP) un punto qualunque M della curva 
si ha per definizione 

MF-fMF'=2o: 

e quindi, da» triangoli rettangoli MPF e MPF' avendo 
MF=Vjf-j-(e — <r' ! e M P'= vV -f (c-f *)* si ottiene per l'equa- 
zione della curva 

V j/ 5 -! (c — a5 ) a — )-' j— (c-i-«?y s =2a. 

Per eliminare t radicali trasportiamone il primo nel secondo mem- 
bro e semplicizziamo, avremo 

°vY-H e — < »)*=“’— 1 f* . 

et di nuovo elevando a quadrato ed ordinando 
«Y-K® 1 — c*)a^=o 3 (a 1 — c*) , 

ovvero, ponendo a* — e s =ò* il che è sempre possibile per essere 
2o>2c , 

(1) a i if^-b t ar=a% i . 

I punti fissi Fc P chiamnnsi fuochi deU'ellisse, la retta AA' con- 



Digitized by Google 



13 

dotta per essi e terminata al perimetro asse maggiore, il punto O 
centro dell’ellisse, la perpendicolare BB' condotta pel centro al- 
l’asse maggiore e terminata al perimetro asse minore : i quattro 
punti dove gli assi incontrano la curva nc sono i vertici. 

Congiungeudo il punto B con i fuochi sarà evidentemente 
BF'=BF=a e perciò BO s =a* — c^-b 1 : dunque 6 è il semi-asse 
minore della curva. 

Problema II. Determinare in coordinate polari l’ equazione della 
ellisse. 

Si prenda per polo il fuoco F' e per direttrice F’F: essendo 
M(p,^) un punto qualunque della curva, dal triangolo MFF' si trae 
MF*— MF'*- ,FF VS — 2MF'XFF cos MFF. 

Ma abbiamo MF'^=?,MF'F=?>, FF=2c e MF=2a — P : quindi, so- 
stituendo e riducendo, si giunge all’equazione ?{a- — ccosp)=b t , o 


( 2 ) 


© 


c n 1—ecosp 
1 — —cosi’ 


Qil 

La quantità 2 p= si chiama parametro dell’ellisse, e l’altra 

a 

e=— la sua eccentricità. 

a 


Iperbato. 

1 2. L iperbola è una curva tale che la differenza delle distanze 
di ciascmo de' suoi punti a due punti fissi , dati di posizione nel 
piano, I costante. 

Problema I. Determinare. V equazione dell’ iperbola in coordinale 
rettilinee. 

Procedendo col metodo adoperato (n.° H ) per stabilire l’ equa- 
zione della ellisse, dalla fondamentale relazione 
MF— MF=2o 
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si ottiene 



ovvero, dopo avere da essa elimi- 
nati i radicali. 


vV-K®-+ c/— %/y"H ; 


a s t/* — (c ! -— a*x s = — o’(e* — n 1 ) : 
ponendo e 1 — a i —b i , il che è sem- 
pre possibile perchè 2c>2a, si 
perviene alla seguente equazione 


della curva 


( 1 ) 


aY— &V=— aV. 


I punti fìssi F e F chiamansi fuochi, la retta A A' asse (ras- 
oerso, le sue estremità A e A' oertici , e il punto 0 centro del- 
F iperbola. 

Innalzando dal centro una perpendicolare all* asse trasverso e 
costruendo una losanga avente per una delle diagonali quest' asse 
e per lato la lunghezza e, l’altra diagonale è su tale perpendico- 
lare ed eguaglia 26: infatti dal triangolo rettangolo AOB si ricava 
OB*=e* — a , =6 1 e perciò BB'=26. Questa retta BB' che non in- 
contra la curva chiamasi asse immaginario. 

Pboblema II. Determinare in coordinate polari l equazione della 
iperbola. 

Prendiamo per direttrice l’ asse trasverso e per polo il fuoco F'. 
Considerando un punto qualunque della curva M(p,?) dal triangolo 
MFF' si ha 


MF S =MF' 5 -| FF' 1 — 2MF'XFF coi MFT, ovvero 


(p — 2«)*=p*-j-4c 1 — 4pe cot o, 


e sviluppando e riducendo 


p(c cos<p — a)=b\ 


e finalmente 


( 2 ) 



a 


erosa — 1 


P 
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La quantità 2 p=?L_ nominasi parametro e e=— eccentricità 
a a 

della iperbola. 


Parabola* 

13. La parabola è ima curva di cui ogni punto è ad eguale 
distanza da una retta e da un punto fìssi e dati di posizione nel piano. 

Problema I. Determinare in coordinale rettilinee V equazione della 
ftar aboia. 

Sia F il punto fisso c OD' la retta data. Condotta da F la 
perpendicolare FR alla retta DD' 
si ponga l’ origine delle coordinate 
nel suo punto di mezzo 0, si pren- 
da per asse delle oc la retta OF 
e per quello delle y la perpendi- 
colare a questa. Posto FR=2p ed 
essendo M un punto qualunque 
della curva, per la relazione fondamentale che la definisce 
MF=ME=PR=p-|-a', e dal triangolo rettangolo MFP si ottiene 
l'equazione cercala 

(j>4-®)*=!i*+(®— P ?> 

ovvero, sviluppando e riducendo, 

(1) ;y*=4 p*. 

Il punto fisso F si dice fuoco della parabola e direttrice o li- 
nea della sublimità la retta data DD': la perpendicolare condotta pel 
fuoco alla direttrice si nomina asse e vertice il punto ove essa 
taglia la curva. Infine il parametro principale ip della parabola si 
definisce la quadrupla distanza del fuoco dal vertice. 

Problema li. Determinare in coordinale polari l equazione della 
parabola. 

Prendendo il fuoco per polo e l’ asse della curva per asse po- 
lare, dalla relazione MF=FR -| FP si ha immediatamente l’equa- 
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r,cbic * u «„ m 

<>) » 

I — eos P 

tracciata in un piano, k^uahlT ‘l™ 000 per cu ' °8 D1 linea 

può rappresentarsi mediante una equazione F”™ 1 ™ deacr ™<*, 
t'Iinee o polari, di uno „ ua | Ilnni l ^ ° coord ' nat e, rei- 

stanti, dipendenti dalla sua grandezj ew PUnt ' r ^ quanlilà c °- 
altri ese mp i . quelli ^ ^ ^ 


( (•«•■de di Dlorlc. 


/<er origine, e condotta pTlZZm,tà[' 'dlT^ "" ^ ^ ^ 
wa tangente TT' /a curm d' ■ . de d,ametro che l“^a J>er A 

** A di una * r T W M istante da l or 

compreso fra la circonZ 1 , Se?me ” tó RS * //a «“• AM 

PeooL;, 7 * ,a ^ *' — cissoide. 

della cissoide. e erminare «» coordinate rettilinee r equazione 

delle ! ;;tl de,,e C °° rdÌBale 6 Si — P» - 

ro AA e ia sua perpendicolare YAY' per quello 
e e y: sia M(*,y) un punlo qua | u 

n cu rva e R e S i punti ove la AM 
taglia la circonferenza e la tangente. 

L' equazione della curva si determina 
esprimendo per mezzo del raggio r della 
circonferenza data e delle coordinate del 

Pertanto »hh PUnt ° ** I ’®8 ua gl'anza AM=RS 

0 * bb '"° "«tota»»» Al» =v irv . dllh ' 

*»”“»* ( 1<V*. pr. 30 ìib in \ ’ , , G “”““ 

. I H 1 ‘ l0 - 1,1 ) SI deduce il valore RS— A s ~ 

nCaV andodai ‘ciangoli simili AS.V e AMP , e cl 
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pressioni 

AA'.MP 2ry AA'.AM_2rV^+y 5 

A S — | n " « ® Ao— — . || • 

AP or AP x 


si ottiene RS 
F equazione 


ovvero 

0) 


2ry s . 


x Va^-\-y i 


quindi la relazione fondamcnlalc ci da 


V^~?= _.W_ 

X V j? j- y* ’ 


Sry^O. 


Problema 11. Determinare in coordinate polari 1 equazione della 
cissoide. 

Sia A il polo, AA' l'asse polare e M (P, p) un punto qualunque 
della curva. Condotta la corda A'R, dai triangoli rettangoli ASA' e 
ARA' si deducono le espressioni 


A A' 

AS=— — =2 r sec p, c AR=AA cos®=2r cosp. 
cosp 


che, sostituite nella relazione AM=RS=ÀS— AR, danno l'equazione 
della curva 

(2) p=2 r see p — 2 r eoa p=^ r ten S . 

. cosp 

Questa curva fu immaginata Ja Diocle, geometra greco che fiori 

nel secolo 6° dell'era cristiana, per l'oggetto di costruire due medie 

proporzionali fra due date lunghezze. 


Ovali di Descariea. 


Chiamasi ovale di Descartes la curva , di cui ogni punto M è 
a distonie MF e MF’, da due punti fissi F e F', tali da soddisfare 
alla relazione >..MF^fcf i MF'=a, nella quale p, a sono numeri po- 
sitivi dati. 

fifoni. .4 no/. > 
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Problema I. Determinare in coordinate rettilinee l equazione dcl- 
l' orale cartesiano. 

Usando il metodo tenuto per l'ellisse (n.° 11) si ha 1'equaz'ono 
W y J -r(e-a-) i ^v't/ a - r (c^-a'/= a ' 
la quale, eliminati i radicali, diviene 

[(.-/ • — j**) — 2ra\K*-| (i 1 ) J — 2a*J^(y 2 j n’) 

— ìcx’y — n 2 )! -i-n‘=0, 

ovvero 


[> 2 (^y 2 I (a>— e/)— f* 2 , e)*)J — 2«^ ** (V - ; c) s j 

4V(V-j )] -r-«‘= 0 

Problema II. Determinare in coordinate polari l'equazone del- 
l’ovale cartesiano. 

Prendendo F' per polo e F'F per asse polare, dal triangolo MFF' 
si deduce la relazione 

MF*=MF’ s -j-FF' s — 2 MF'xFF' coi MF'F, 

dalla quale, falle le sostituzioni, si ottieni |l' equazione polare richies- 
ta, cioè 

(OhFP-c/ 2 — À : (? 3 -| 4 c 2 — 4 p c cosp ). 

Se y—p l’ovale cartesiano si trasforma in una ellisse od in una 
ipcrbola secondo che il secondo termincdell'cguaglianza ).MF^fcPMF'=a 
c positivo o negativo. 

17. Teorema. Ogni equazione algebrica o trascendente f(x,y'=0, 
che sussiste fra le coordinate variabili co e y di un punto qualunque, 
esprime sempre una curva, la quale c il luogo geometrico dei punti 
rlie hanno per coordinate coppie di valori di x e di y atti a soddisfarla. 
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Assumendo per luce un valore arbitrario *. i’equazione/(a,y)=0 
da il modo di determinare per y valori corrispondenti a questo parti- 
colare valore di x, i quali sono in numero finito se l'equazione è al- 
gebrica ed in generale infinito se trascendente: perciò dalla equazione 
f [x, y) =0 sarà rappresentato il sistema di punti la cui ascissa co- 
mune è « e le cui ordinate sono i valori di y tratti da f (a, y)= 0. 
Prendendo poi per x un’altro valore arbitrario a! si avrà pari- 
mente un'altra serie di punti le coordinate dei quali soddisfanno alla 
data equazione. Simili risultati otterremo per altri valori*", 
dati alla x. 

Pertanto, se x prende successivamente lutti i valori da -j-oo a — oo, 
passando da -,-«e ad *, ad <*', ad *" ec. continuamente per lutti i valori 
intermedi, l'insieme delle serie dei punti così ottenuti forma una curva 
ogni punto della quale soddisfa alle condizioni poste dall' equazioni 
data e che perciò ne è la geometrica rappresentazione. 


Esercizi. 


I. Trovare le lunghezze dei lati di un triangolo, date le coor- 
dinale dei suoi vertici (oy= — 2, i/,=1) , {x t —3,y == — 4 ), e 
('ir a =7,!/ I =3), quando gli assi sono ortogonali c quando formano 
un'angolo di 30.° 

II. Date le coordinate dei vertici di un triangolo, trovare quelle 
del punto d'incontro delle mediane. 

IH. Unito il vertice di un triangolo col punto del lato op- 
posto in cui questo è diviso in due segmenti che stanno fra loro 
nel rapporto m: n , trovare le coordinate del punto in cui la con- 
giungcntc è divisa in due parti aventi il rapporto f. 

IV. Siano dati in un piano m punti A, (a»,.*/,), A, (*,.&) ••• 
A„ lx m , jiJ e si conoscano altrettanti numeri fi,, fi t ,...fi m . Con- 
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giunto A, con A a si determini sulla eongiungcnie il punto P, in 
modo che si abbia A,P ( : P^V, :: : (3, ; quindi si unisca P, 

con A 3 e si divida P ( A 3 nel punto P, per modo che si abbia 
P,P, : P 3 Aj : : /ì 3 : similmente si divida la retta P s A t nel punto 

Pj secondo il rapporto : /V^-lVr/^ e s ‘ proceda con questa legge 
fino all' ultimo punto dato A m . Trovare le coordinale dell' ultimo 
punto di divisione P„_,, il quale si nomina centro delle distanze pro- 
porzionali a 0,, e centro delle medie distanze quando 

* * * ~~Pm‘ 

V. Determinare in coordinate rettilinee c polari le equazioni 
della orale di Cassini. In questa curva il rettangolo delle distanze 
di ogni punto a due punti fissi F e F, dati di posizione nel piano, 
eguaglia un quadrato dato a*. 

Preso un sistema di assi ortogonali avente per origine il punto 
di mezzo 0 di FF’=2c e per 'asse delle ascisse FF', l' equazione 
in coordinale rettilinee è -c*) a — ic^—a 1 . 

Essendo FF' l’asse polare ed 0 il polo si trova 
t * — 2“V cos 2 ?>-f-c 4 =a l per l'equazione in coordinate polari. 

VI. Determinare in coordinate rettilinee e polari l'equazione 
della concoide di Nicomede. Questa è una curva in cui, essendo 
dati di posizione nel piano un punto 0 ed una retta A.V, con- 
giunto con 0 un suo punto qualunque M, il segmento MT di que- 
sta retta OM compreso fra M ed il punto T ove sega la retta fissa 
eguaglia una lunghezza data. 

Questa curva fu immaginata da Nicomede , geometra greco che 
si crede fiorisse fra il 3“ c il 1.° secolo avanti l'era volgare, per 
la risoluzione del problema delle due medie proporzionali. 

VII. Determinare in coordinate rettilinee e polari l’equazione 
della curva nella quale, essendo dato di posizione nel piano un'an- 
golo retto AOA,, condotta una perpendicolare da un suo punto qua- 
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Iunque M alla retta OM, che Io unisce col vertice dell’ angolo retto, 
il segmento della perpendicolare compreso fra i lati OA e OA, 
eguaglia una lunghezza data. 

Vili. Dato un'angolo retto AOA, ed un punto A, sopra uno 
dei suoi lati, determinare in coordinate rettilinee e polari l’ equa- 
zione della curva nella quale, congiunto un suo punto qualunque 
M col punto fisso A,, il segmento MT compreso fra M e il punto T, 
nel quale la retta congiungente MA, taglia il lato OA eguaglia in 
valore assoluto il segmento OT. 
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CAPITOLO II. 


Tranformiizlane delle coordinale. 


48. Alcune delle quantità costanti che entrano nell'equazione 
di una curva riferita ad un noto sistema di assi coordinati , o ad 
un sistema polare, dipendono soltanto dalla sua forma e dalla sua 
grandezza; altre dalla relativa posizione della curva e degli assi o 
del sistema polare. Così nell’equazione generale (n.° 40) della cir- 
conferenza il raggio r dipende unicamente dalla natura di questa e 
le coordinate, rettilinee o polari, del centro dalla posizione che questo 
occupa nel piano. Però, la scelta di un sistema d'assi essendo in 
generale arbitraria, la medesima curva, mutate le coordinate, potrà 
essere rappresentata da infinite equazioni differenti fra le quali po- 
tremo eleggere quella che meglio convenga a svelarne la natura e 
le proprietà. Per conseguir ciò, nota essendo l'equazione di una curva 
per un dato sistema di coordinate, fa d’ uopo dedurne un' altra la 
quale esprima la medesima curva riferita ad altro sistema pur noto. 
Il metodo generale consiste nell’ esprimere, per un punto qualunque, 
i valori delle coordinate primitive in funzione delle nuove e nel*o- 
stituirli nella proposta equazione, la quale con ciò si trasforma in 
altra che del pari conviene ai medesimi punti. 

49. Le relazioni sussistenti fra le primitive e le nuove coor- 
dinate si nominano formule di trasformazione. 

Per stabilirle quando i sistemi sono di coordinate rettilinee dob- 
biamo considerare i tre casi seguenti: 1 .° cambiare i origine man- 
tenendo invariata la direzione degli assi; 2.° cangiare la direzione 
degli assi lenendo la medesima origine ; 3.° cambiare f origine e la 
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direzione degli assi. Per sistemi rettilinei c polari i casi sono due, cioè; 
1 0 cambiare le coordinate rettilinee in polari; 2.° mutare intentamente 
le coordinale polari in rettilinee. 


Siatemi di coordinate rettilinee. 


20. t.° Caso. Siano Ox e Oy gli assi primitivi e le rette O'X 
e O'Y, respcttivamcnlc parallele ad 
essi, siano i nuovi assi : s’indichino 
con (x^OB.y^O'B) le coordinate 
della nuova origine riferita al primo 
sistema. Rappresentando con 
(aj=0P,y=MP),(X=0'P',Y=MP') 
le coordinate di un punto qualunque 
M relativamente al primo ed al secondo sistema, si ha 

<)P=OB ; O'P', MP=0'B-l MP', 

ovvero 



Queste rimangono egualmente vere qualunque sia I angolo che com- 
prendono gli assi. 

21. 2.° Caso. Siano Oj~ e O y gli assi primitivi e xOy 6 
l'angolo da essi formato: siano OX e OY i nuovi assi e 

XQ®=«s Y0x=p gli angoli elio 
fanno col primitivo asse delle x. Si 
rappresentino con (x=OP,y=MP), 
(X=OP', Y'=MP') le coordinate di 
un , punto qualunque M relativa- 
mente al primo e al secondo si- 
stema ; da P' si conduca una paral- 
lela ad O.r Uno al punto Q nel quale incontra la MP ed una pa- 



zi 

rallela ad Oy fino in R ove taglia tkc. Per tale costruzione eviden- 
temente si hanno le espressioni 
fa) OP=OR — QP', MP=MQ-} P'R. 

Osservando che P'OR=“, PRO=1 80° — 6, e OP'R=8 — *, dal trian- 
golo OP'R si trae 

on_ x sen [vr_ x sem . 

sen 6 sen 8 

in simi! modo, essendo MQP'=», MP'Q=180* — fi , e P'MQ= 
\'Oy=fi — 6, dal triangolo MQP' si ha 

? sen (fi — 8 ) _ Y sen (8— pj ... Ysenp 

" sen 8 sen 8 * ” sen 6 

Quindi, sostituendo i valori trovati nelle espressioni (a) , se ne dedu- 
cono le formule 

X sen (8 — “)-j-Y sen( 8 — fi) 
sen 8 

X sen *-[-Y seri p 
sene 

Nell' uso di queste formule conviene definire esattamente quali 
segni debbano attribuirsi agli angoli in esse contenuti. Gli angoli 
j-0y=®,a>0X=* , e xOY=p hanno il segno positivo quando sono 
diretti dalla medesima parte di Oa>, e gli angoli yOx=e,yOX=8 — *, 
e yOY =# — fi sono positivi quando son volti dalla medesima parte 
di Oy: peroiò, se nella prima o nella seconda serie alcuno degli 
angoli è volto dalla parte opposta al primo, è necessario attribuirgli 
il segno negativo. Si osservi che 1' angolo 8 può ricevere tutti i 
valori compresi fra 0° e 1-1 80 a , mentre i valori di * e di £ sono 
fra — 180° e ^180°. 

Dalle formule (1) si deducono immediatamente quelle che con- 
vengono al problema inverso, di ritornare cioè dal nuovo al primi- 
tivo sistema di assi. Infatti basta cambiare in esse x e y in X e 
Y e reciprocamente ; quindi 8 in fi— * , perchè all’ angolo xOy 
si deve sostituire quello formato dai 'nuovi assi; poscia * in — * 
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c fi in 8 — a, perchè agli angoli che i nuovi assi fanno con Ox cor- 
rispondono quelli che i primitivi fanno con OX, e finalmente, per 
ciò che abbiamo ora osservato, cambiare 8 — a in fi e 8 — fi in fi — 8- 
Quindi le formule richieste sono 

senfi- ysen (fi — ( i ) 
seti (fi — a) 

- x sen a-\-y sen (8 — *) 
se n (jì — *} 

In alcune particolari circostanze le formule (I) e (2) diven- 
gono più semplici: 

I* Quando gli assi primitivi sono ortogonali, ossia 8=90", e 
gli altri obliquangoli, esse si riducono alle seguenti 

x— X cos a Y cos fi, 
y—X sen «-J-Y sen fi ; 

X_x sen fi — y cos fi 
se n (fi — *) 

y — x sen et y cosa 

sen (fi — *) 


( 3 ) 

W 



2.° Se gli assi primitivi sono obliquangoli e gli altri ortogo- 
nali, cioè £=90 <> -j-<*, le formule generali si trasformano nelle 

X sen (8 — *) — Y cos (8 — a 
sen 8 ’ 

X sen a Y cos a 
sen 8 



(6) 


X=-x cos a-f-y cos (8 — a), 
Y = — x sen a 4-y sen (8 — a): 


ri) 


3.° Ambedue i sistemi essendo ortogonali si hanno le formule 

Ì x=X coi a — Y sen a, 
y=X sen a - j-Y cos a; 

'•tom. Aititi l 
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( X=x cos a-!- ìj sci i x, 

| Y= JD SCII X -j- IJ CO* X. 


22. 3.° Caso. Essendo </Ox il primitivo sistema di assi e YO'X 
il nuovo, condotte da 0' le rette ( )'B e O'A respcllivamcnte parallele 
ad Ox e Oy , si effettuerà questa generale trasformazione cam- 
biando primieramente l'origine col 
sostituire il sistema AO'B al primi- 
tivo, e poi la direzione col passare 
da AO'B al nuovo sistema YO'X me- 
diante le formule (1) del n.° 20 e (1) 
del n.° 21. Quindi, ritenute le nota- 
zioni di sopra usate per le coordinale 
di 0' e per gli angoli yOx, XO'B e YO'B, avremo per le formule di 
trasformazione proprie a questo caso 


■/ A 

1 x 


. «V 1 

o 


. X sen — u -f Y ve / 1 

X—X -f- 


t-rv 


!!=%+- 


seti ® 

X SCI I a -r-Y .101 fj 
sen 9 


siK'rml >11 roor ’lnate rettilinee — polari. 


23. I." Cnsn. Palo un sistema di assi coordinali comprendenti 
fra loro un’ angolo yOx— 0, e dato 
un sistema polare avente il polo 
nel punto O'(x 0 ,t/ # ) c per direttrice 
I» retta O'Dclie forma con O'A, pa- 
rallela ad Ox, l'angolo DO'A=“, si 
vogliono esprimere lecooi d inale rei - 
tilince di un punto M (x, y) in fun- 


\ bVÀ 


zione dello sue coordinale polari OM=?cMOD — p e delle quantità 
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note ir u , 0, 2 . Abbiamo evidentemente 

OP- On-f-O’A. MP-=0 B-f-MA; 
e dal triangolo MO'A si deduce 

0 .^ O’iM seoQ MA_ p sei* (0 — 2 — ?> ^ . O’.M seti MO'A : seti *-{-£. 

sen O'AM seti 0 sen O AM seti J 


quindi , fatte le sostituzioni, si hanno le formule generali richieste 


, ! sen (0 — 2 — p) 

, - 

0 ti>n A 


seti 0 


Si osservi clic 2 può ricevere tutti i valori fra 0° e ISO 0 . (Quando il 
primitivo sistema di assi è ortogonale si ha 0=90“ e perciò 

, r f 

l !/=!/»- i-? sen {a-i-9>)- 

Se inoltre l'asse polare è parallelo ad O.r, ovvero 2 = 0 , le formule 
si riducono alla forma piii semplice 

/ 

,,n I ros P, 

• I/=J/ 0 H l-senp: 

le quali, quando il polo coincide con la origine, diventano 


(*) 


( X—j> COS p, 

1 y—P sen p. 


24. 2° Caso. Per trattare il problema inverso, quello cioò di 
esprimere le coordinate polari di un punto qualunque per mezzo 
delle rettilinee, riterremo le notazioni precedenti. Per la formula che 
dà la distanza di due punti in funzione delie loro coordinate retti- 
linee (n.*7) immediatamente si ha P ; e dalle formule 't) del n.° 23, 
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eliminando p , si ha l’espressione di tang quindi abbiamo 

( — «,)* + [y — y,)* + 2 (ai— ar,) (y — y„) cos 9, 

" I -«<•+»>= (JSfo.., 

Queste formule di trasformazione non sono mai adoperate in tutta 
la loro generalità. Allorché il sistema rettilineo è ortogonale, ovvero 
9=90°, se ne ricavano le seguenti 


(2) 


\ -f (y— !//, 

?/ — ?/ 0 


I tang [a p)= 


.r— as„ 


Quando inoltre l'asse polare è parallelo a quello delle ar, cioè «t=0, 
abbiamo 

r 

p=v/(®— «,)*+(!/— !/,*» 

( 3 ) >/—?/„ 

ta "sf?>=;r— r- 


dalle quali, se di più il polo coincide coll’ origine del sistema ret- 
linco, si deducono le seguenti di forma più semplice e più usata 


(*) 


f=y/a *— u * , 


tang <t> = 1 


Eurrlij. 


I. Data la relazione ® , -|-*/ s — 4x-|-15y=f2 a cui soddisfano 
le coordinate di un punto, determinare quella in cui essa si trasforma 
trasportando l’origine degli assi coordinati nel punto (x=2, y=7, 5). 

H. Le coordinale di un punto in un sistema di assi ortogonali 
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soddisfano alla relazione <f — ar=l8, determinare ciò clic questa 
diviene prendendo per nuovi assi le bisseltrici degli angoli compresi 
fra gli assi primitivi. 

III. Trasformare l'equazione?® 1 — \2anj j 7^=23 da un sistema 
di assi, comprendenti nn angolo di 60°, in un sistema formalo dalle 
bissettrici degli angoli compresi dagli assi primitivi. 

IV. Trasformare l'equazione y i r \,5xy — o^-' r lx — 9y= 1 2 da 
nn sistema di assi che fanno un'angolo di 60°, ad un sistema di 
assi ortogonali conservando il primitivo asse delle x. 

V. Date le coordinate x, y di un punto qualunque riferito al 
primitivo sistema di assi xC h/ [xOij~^) t e quelle X, Y riferito ad 
un nuovo sistema XOY (XOY=0) , dimostrare che sussiste la re- 
lazione: 

cos fi=X’-|-Y s -{-2XY ros 0. 

VI. Trasformare l'equazione 16®’ — 23j/’=Iii da un sistema 
ortogonale ad un sistema obliquangolo tale che il nuovo asse delle 
x faccia col primitivo un’ angolo la cui tangente trigonometrica 
equagli 0,8 ed il nuovo asse delle y faccia col primitivo asse 
delle x un' angolo fa cui tangente trigonometrica sia eguale 
a —0,8. 

VII. Trasformare le equazioni 

ahf — b-.t?— — a s 6 ! 

riferite ad assi ortogonali in coordinate polari, situando il polo net- 
l' origine del primitivo sistema e prendendo per asse polare l’asse 
delle x. 
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Vili. Date le seguenti equazioni: 
i(a5* — !/*) — 25=0, \f — 3fixi/ x s =0, 

j/*(7 — «) — x’=0 , )/(x-{-l) — x[a> — 4 )(® : 5)=0, 

— 64 ,r‘ — 23G=0, t/ — 2x(x — 7)y* — x‘ — 35x’=0 

in coordinale rettilinee ortogonali, trasformarle in coordinate polari 
ponendo il polo nell'origine del primitivo sistema e prendendo per 
asse polare l’asse delle x. 


IX. Trasformare da coordinate rettilinee obliquangole (essendo 
® l'angolo degli assi) in coordinate polari le seguenti equazioni : 

3x'±zi<f=\ 2 (0=60°) ; xi/=25 (0=51°); 

— 1 6)-[-£p*( 25 — flr)=r0 (0=45"); 

situando il polo nell'origine del primitivo sistema e prendendo per 
asse polare l'asse delle x. 


X. Trasformare da coordinale polari in coordinate rettilinee 
ortogonali le sotto notate equazioni, ponendo l’origine del nuovo 
sistema nel polo e prendendo per asse delle x 1' asse polare : 

P* sen ìp—1 2, P=3(2 cos p — 5 seti p), 

f*=25 cos 2 p, p~3 cos p — 2 sen p, 


yf? cos j-=5, 

Vp =1 cos ^ . 


p {\ — sen ìp]=\ 1 cos p, 
P cos , p= 1 . 


XI. Trasformando l'equazione 
(1 ) Ai»* -j-Bxi/ q-Ci/*=H 

da un sistema di assi Ox,Oij, [x Oy=0), ad un nuovo sistema OX, 
OY , (XOY=0), le quantità 

A -j- C — B ros 0 B* — 4AC 

sen ’0 ’ sen ’0 

rimangono invariate, ovvero, rappresentando con 
A,Xi B,XY C,Y’=H 
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la trasformata della equazione (1) si hanno le relazioni 

(2) A+0— B cos fi A,+C ,— B,cos0 . B 4 — iAC B,'— «A,C, 

seu ' 1 6 sen 3 0 ’ sen 1 0 seir 0 


La diretta dimostrazione di questo Teorema fondata sull’uso 
delle formule di trasformazione esige calcoli assai laboriosi ; per- 
ciò è da preferirsi la seguente dovula al Prof. Boole. 

Le quantità x'-\ 2xy cos % - ; -i/\ X 4 r 2XY cos 0 -f-Y 4 esprimendo 
il quadralo della distanza di un punto M dall' origine O nell' uno 
e nell' altro sistema sono identiche; laonde anche le due quantità 
A(aa*- 2xy roifl-j-*/ 4 )-f(Ax 4 - r 
A(X*-(-2XY cos0-f-Y , J-j-(A l X , -|-lt 1 XY |~C,Y*), 
nelle quali A è una costante arbitraria suscettiva di ricevere un 
valore qualunque, sono parimente identiche in quantochè tradu- 
cono in ambo i sistemi la formula AOM*-j TI. Pertanto eguaglian- 
dole ed ordinando si ottiene: 

{«; x’ A -j-A) xj i Acos $ -j-B) -j-jf (A -j-C) 

=X*(A r A t ì-fXY(2 Acos e+B l >-j-Y 4 (A 

li se si attribuisce a A un tale valore per il quale il primo membro 
di questa identità divenga un quadralo perfetto, esso deve evi- 
dentemente rendere anche il secondo membro un quadrato perfetto. 
In conseguenza le due equazioni di secondo grado 


tt . \-f— — B coti ^ li* — i \C_ 

srn* H scn 4 A 


_ 1 _ 
srn' ,-j 


", 


=:^=o. 

sen 4 0 


le quali esprimono le condizioni affinché ambo i membri della (a) 
sieno quadrati perfetti, devono dare i medesimi valori per A e perciò 
devono identificarsi. Quindi eguagliando i coefficienti dei termini cor- 
rispondenti si ottengono le relazioni (2). 
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CAPITOLO III 

ClanalllCHBlone delle linee. 


25. Ogni linea si può sempre considerare generata da un punto 
che si muova, il suo movimento essendo altronde definito da leg- 
gi costanti e note : e la equazione di essa si stabilisce deducendo 
dal dalo modo di generazione la relazione analitica che invariabil- 
mente deve collegare le coordinate appartenenti ad un suo punto 
qualunque. Questo metodo che di frequente si adopera onde per- 
venire alla equazione di una linea solo apparentemente differisce 
da quello sviluppato nel n.° 8. poiché dalla natura del moto con cui 
il punto generatore la descrive si può ricavare una sua generale 
proprietà. Così la circonferenza del circolo si genera da un punto 
il quale si muove in guisa che la sua distanza da un punto fisso 
rimane invariata; la ellisse da un punto che nel suo moto sta da 
due punti fissi a tali distanze la cui somma rimane sempre co- 
stante ; ed è evidente come la legge da cui dipende il moto del 
punto generatore somministri quella proprietà secondo la quale cia- 
scuna di esse già si determinò. Nullameno 6 opportuno d' illustrare 
con esempi questa maniera di stabilire f equazione di una linea in 
quanto che spesso il suo modo di generazione può esprimersi con 
semplicità grandissima assai più che la proprietà in esso involuta. 

Cicloide. 

2G. La Cicloide è una curva descritta da un punto jmto nelln 
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circonferenza di un circolo mentre questo ruotarlo scorre lungo una 
retta fissa. 

Pioblebì. — Determinare in coordinate rettilinee f equazione 
• Iella cicloide. 

Si prenda la retta fissa per asse delle w, e si |x>nga l'ori- 



gine di un sistema ortogonale di assi in 0 ove il punto genera- 
tore M era sulla retta fissa Ox ; sia AMB ima posizione del cir- 
colo mobile di raggio eguale a R , e perciò M sia un punto della 
curva. Per la legge con cui si effettua il moto di M l'arco AM 
eguaglia in lunghezza la retta OA. Inoltre sia D il punto sulla 
retta Ox in cui il punto generatore M torna di nuovo a coin- 
cidere con essa di guisa die OAD eguaglia la lunghezza della 
circonferenza del circolo mobile. Si bissechi OD e in T suo punlo 
di mezzo si inalzi la ordinala TV=2R ; dalla generazione della 
curva V resulta il punlo più alto di essa. Posto OP=x, PM=y, 
MCp=J , essendo OA= arco AM , si ottengono immediatamen- 
te le relazioni 

(1) x=R(S — senfl), y=R(1 — cosfl). 
dalle quali, eliminando l'angolo ausiliare si deduce 

(2) 1 x=It arcsen 

per l’ equazione della curva. 

Siccome sen t e cos j pigliano i medesimi valori allorché 0 è 
aumentalo di 2*, 4*, 6*-, ... ine evidentemente apparisce come y 

G—m A noi * 


-)— '/'/(aR — y) 
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riceva valori che periodicamente si riproducono ( il periodo è com- 
preso fra 0 e 2R), mentre i valori di a> fra 2(n — 1)>rR e 2«irR si 
formano da quelli del periodo precedente nel medesimo ordine, 
ciascuno di essi però aumentato di 2*R : laonde la cicloide si 
compone di archi eguali ad OYD, a destra ed a sinistra dell'ori- 
gine 0. 

La retta OTD chiamasi base, la TV altezza ed il punto V ver- 
tice dell’arco cicloidale OVD. 


Spirale di Archimede. 

27. La spirale di Archimede è un a curva descritta da un punto 
che percorre con moto uniforme partendo da un punto fisso una 
retta mentre questa ruota uniformemente intorno ad esso. 

Problema — Determinare in coordinate polari l'equazione del- 
la spirale di Archimede. 

Si ponga il polo nel punto fisso od origine 0, e si prenda 
per direttrice la posizione iniziale 
della retta clic ruota intorno ad 0, 
con il quale il punto generatore 
M coincide. Sia a=Oa la lun- 
ghezza percorsa da M allorché 
la retta OA ha descritto un ango- 
lo eguale alla unità ; sia poi P la 
lunghezza del cammino percorso 
da M allorquando OA ha descritto l'angolo p=MOD. 

Per la data legge di generazione deve , per qualunque posi- 
zione di M, sussistere la relazione * 

OM__MOD 
0« «OD 

da cui si deduce ?=«?>, equazione della curva. 
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28. Essendo nel sistema cartesiano le linee pienamente rappre- 
sentate dalle loro equazioni, fa d’uopo esporre alcune delle essen- 
ziali proprietà che queste godono. 

In prima si supponga la equazione di una linea, algebrica, li- 
berata da ogni irrazionalità, ridotta intera: allora la sua forma 


generale, m essendone il grado e — (m— (— 1 ) (m-i-2) il numero dei 

2 

termini, è 


F f : W+ +AjT 

-j- -j- 4-W - ' 

+C,o>-~*+ ■ ■ ■ +C^j r* 

+ 

-VfT.y 

r^'o ; 


ovvero F(x,y)=U ( -j U t -fU,-)- . .. in cui U„,U,, U,...^ 

denotano respettivamente il termine costante, e funzioni omogenee 
di 1* 2°, . . . m' ,imo grado in x e in y. 

29. Teorèma I. Il gratto m della equazione algebrica F(a),y)=0 
rimane lo stesso qualunque sia il sistema di asti a cui essa è riferita. 

Essendo Ox, O y (xO y=6) il primitivo sistema di assi e pren- 
dendo un nnovo sistema O'X, 0% determinato da x=a, y=b, 
e XO'Y=0 si ottiene la trasformata sostituendo in F(®, y)—0, ad 
x c ad y, i loro valori *( n.°22.) 

'*=lh=a-\ aX^ a Y, 
r «enfi J 1 sen]0 * ’ * 

ed y=ò-f !?L* X-f S -^Y=6-f5 ( X-j -6 Y , 

1 sen 9 1 «v» 6 1 1 1 * 

la quale trasformata perciò è F(a-j~a 1 X-f-a 1 Y,6-j-6 t X-|-6 t )=0. 
Questa non può risultare di grado superiore ad m: perchè U m con- 
tenendo tutti i termini del grado il più elevato m di F ( x,y ) e 
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A jp° m p 'f essendo il suo termine generale, quello corrispondente 
nella equazione trasformata è 


n.V^j dal quale evidentemente 


non può derivare alcun termine il cui grado superi m. Nè può 
avere grando inferiore ad m poiché se ciò avvenisse, ritornando dai 
nuovi ai primitivi 3ssi con inversa trasformazione, si dovrebbe di 
nuovo avere le proposta equazione, e perciò effettuando questo pas- 
saggio, aumenterebbe il grado della trarformata contro ciò che giù 
si è stabilito. 

30. '1eork.ua H. Considerando due linee rappresentate da equa- 
zioni ahjebiclie fra coordinate rettilinee F/<r,i/)=0, F/a!..y)=0, la 
prima del grado m, l’altra del grado n, il numero dei punti se- 
condo citi esse possono intersecarsi non su/)era mn. 

Le coordinate di ogni punto d' intersezione dovendo soddisfare 
nel medesimo tempo ad ambo le date equazioni, per ottenerle fra 
queste si deve effettuare la eliminazione di una delle variabili, per 
esempio della x. La risultante R(i/)=0, essendo di grado non su- 
periore a mn, può dare solamente mn valori per la y, ed accop- 
piando ciascuno di questi col valore corrispondente della x si ot- 
tengono mn al più coppie di valori di x e y atti a soddisfare le 
proposte, c così mn punti. 

Corollario I. Se una delle due linee, per esempio la seconda 
fosse una retta, l'equazione sua F 1 (a™,i/)=0 dovendo essere di pri- 
mo grado in x e y, o FJx,y)—y — ax — 6=0 il numero delle inter- 
sezioni non può mai superare m. Infatti le risultante in ai è 
F,(;r,oaj-|-6)=0 equazione il cui grado è m, c le cui m radici 
<r=«, , x—x i , . . . x=a m unite ai corrispondenti valori della y , 
y=aa l -\-b, y=act ! j-6, . . . y=aa m -\-b, determinano i punti di in- 
tersezione il numero reale dei quali dipende perciò dal numero 
«Ielle radici reali della risultante. 
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Corollario II. Se si considerano una linea rappresentata in 
coordinate rettilinee da una equazione trascendente, ed uoa retta, 
il numero delle intersezioni, reali ed immaginarie, supera qualun- 
que numero dato. 

Dimostreremo questa proposizione supponendo l’ordinata o 
funzione esponenziale o trigonometrica dell'ascissa, gli altri casi 
potendo in generale trattarsi in identico modo. 

1* Sia y=a z la linea data, x= ~ la retta, 0 essendo una 
costante arbitraria suscettiva di divenire maggiore di qualunque 
quantità assegnabile, i punti d'intersezione dipendono dalla risultante 

1 ‘. quale ammette tante radici , reali ed immaginarie , 


quante unità sono in />. Pertanto le intersezioni della retta colla 
curva aumentano con (3, ed il loro numero diviene insieme con (l 
maggiore di qualunque numero dato. 

2.° Sia y=senac la curva, ed y=0 la retta; l'equazione ri- 
sultante sen x=0, ammettendo le radici — mr, .., — ir, 0, *■,... mr 
(n essendo un intero qualunque) il numero dei punti d'intersezione 
{y—0,ai—0)...(y=0,x=±nir) è anche in questo caso evidente- 
mente maggiore di qualunque numero dato. 

31. Dal modo di generazione delle linee di sopra svolto, de- 
riva naturalmente il principio per il quale si possono classificare. 
Una linea, curva o retta, considerata come il luogo di un punto mo- 
bile, assume una forma la quale dipende dal numero delle volle 
che esso giace sovra una retta fissa arbitrariamente condotta, ov- 
vero dal numero delle loro intersezioni ("reali ed immaginarie). Se 
questo numero è determinato, la linea polendo in coordinate ret- 
tilinee esprimersi per una equazione algebrica dicesi algebrica; 
se invece è maggiore dogni numero assegnabile la linea, esprimen- 
dosi per una equazione trascendente, nominasi trascendente. Questa 
distinzione cosi formulata da Leibnitzio fu concepita da Descartes 
il quale però chiamava geometriche le prime e le altre meccaniche. 


Digitized by Google 



38 


Le linee algebriche per il medesimo principio, ricevono una 
ulteriore divisione distinguendosi in vari ordini, ciascuno dei 
quali essendo definito dal numero delle intersezioni, reali ed imma- 
ginarie, in cui esse possono essere incontrate da una retta arbitra- 
ria, pei Teoremi dei n. 1 29, 30 è dato dal grado delle loro equazioni 
ridotte razionali ed intere. Così di 1.°, 2.°, 3°, ... ordine sono 
le linee respettivamenle rappresentate in coordinate rettilinee da 
equazioni di 1.°, 2.°, 3.°, «•*”" grado in x e y. Però non sempre il 
grado di una equazione fra le variabili x, y misura l'ordine della 
linea a cui appartiene ; poiché se è formata del prodotto di fat- 
tori razionali ed interi in x, y invece di rappresentare una linea 
propria di quel dato ordine, semplice, simboleggia una linea com- 
plessa, cioè un sistema di linee, ciascuna delle quali corrisponde 
ad uno dei fattori in cui la proposta si decompone. Così l’equa- 
zione F (a~)=0, del grado m, non conviene ad una linea propria del 
m'" m0 ordine , ma ad un sistema al più di m rette parallele al- 
l’asse delle y ciascuna delle quali risponde ad uno degli m fattori 
lineari eguagliato a zero che F (x) ammette. 


Estrclil 


I. Un circolo ruotando intorno al suo centro si muove ester- 
namente sulla circonferenza di un circolo fisso; i. 4 un punto preso 
nella circonferenza del circolo mobile genera una curva che dicesi 
epicicloide ; 2.° preso dentro o fuori del cerchio mobile, descrive la 
curva che è nominata epitrocoide. 

Determinare, per un sistema di assi ortogonali, le equazioni 
di queste curve. 

li. Un circolo ruotando intorno al suo centro si muova inter- 
namente sulla circonferenza di un cerchio fisso: i.° un punto preso 
nella circonferenza del circolo mobile genera la curva detta ipoci- 
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cloide ; 2* preso invece dentro o fuori del cerchio mobile la curva 
descritta è chiamata ipotrocoide. Determinare , per un sistema di 
assi ortogonali, le equazioni di queste curve. 

III. Dimostrare che se il rapporto fra i raggi dei due circoli 
fisso e mobile è commensurabile , tali curve sono algebriche, se 
incommensurabile sono trascendenti. 

IV. Determinare le coordinate dei punti d'intersezione della 
retta x = — 4 colla curva espressa dalla equazione: 

!jc*- i ff — (<fV j/*)(io> — 9)-|-4x s =0, 

(assi coordinati ortogonali). 

V. Determinare le coordinale dei punti d' intersezione della 

retta x — -- colla curva data per l’ equazione : y — 9=7* ( assi 
6 

coordinati ortogonali ). 

VI. Determinare le coordinate dei punti d'intersezione delle 
rette : 

x = — », . . . x= — 3, x— — 2, x= — 1, x=0, ar=— (— 1 , 
ar=-j-2 ;r= -j- 3 . . . x= -'-ce 

colle curve: 

y=r\r 

y—'A cui 2 x-, 
t/=5 colag x 


— 2 ■*); sen n ,■ sen sen ir — seri ny—0 

2 2 

y= Klangx ; y=2 sec x ; y= sen x 

y— 0,08 cosec x. 
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CAPITOLO IV. 

Linea resila. 


Le li. tee di primo ordine rappresentate da una equazione di 
primo grado fra le due variabili x, y nel sistema d assi xOy, (xOi/=6) 
sono linee rette. 

La forma più generale di tale equazione è: 


(1) At/-|-Ba>-{-C=0, 

ove A, B, C sono numeri dati qualunque positivi o negativi. 

C 

Se A=0 e perciò x= — — , la linea che questa esprime aven- 
do per ogni suo punto l'ascissa costante è una retta parallela all 3sse 
della ;/. 

Se B=0 e perciò y— — — ’ parimente lajlinea èuna retta paral- 
A 

lela all'asse della oc. Se A e B sono differenti da zero, risoluta la 

B C 

data equazione (1) relativamente ad ye posto — — =», — ^ e " 
vesi cercare il significato geometrico dell’equazione: 


(2) y=<!x-j-& , 

o determinare la natura della linea che essa simboleggia. 

Misurato sull’asse delle y un segmento OA=&, nella direzione 
Oy od Otj secondo il segno di b, dalla estremità A del segmento 
si conduca la parallela AC all' asse delle x. Assunto poi un va- 
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loro arbitrario per x, x=OP= 



a, si conduca j>cr P una rolla 
parallela all' asse OY, c sia p il 
punto ove questa taglia la AC. 

Avendo poi dalla (2) ^ — ^==a od 
x 

si determini sulla P p 
un punto M (ale che per esso sia 


MP — OA__Mp a 


a valore numerico dato. Pertanto attribuendo 


OP Ap~ 

successivamente alla x differenti valori , e determinati i punti corri- 
spondenti M le cui coordinate soddisfano alla data equazione , essi 
formano la linea da questa rappresentata. Ma essendo il rapporto 

?!? costante, qualunque sia M, essa è evidentemente una retta. 

A P 


Nel n 0 9 si dimostrò poi la reciproca cioè che ogni retta è data 
per una equazione di primo grado, ed è perciò una linea di primo 
ordine , c si fissò il geometrico significato delle due costanti che 
appariscono nella sua equazione- Questa poi oltre le forme (1) (2), 
ne ammette altre in cui viene di frequente usala. 


(-'orme differenti della rqnaslana della retta 


3:1. Pbodlkma I. Determinare le lunghezze dei segmenti che la retta, 
Ai/-(-Bx C=0, taglia sugli assi 
coordinali e per mezzo di essi espri- 
mere le costanti della sua equazione. 

Le coordinate di ogni punto della 
retta dovendo soddisfarne l'equazio- 
ne, e quelle del punto M ove incon- 
tra l’asse della x dovendo essere 

(x=OM— p, y=0) si ottiene R/j C=o ; c perciò p= — ij- . Simit- 
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mente pel punto N ove taglia l'asse della y (y=y=ON,x=0) si ha 

• Q 

Ag-f-C=;o ; donde q — — 

Divisa ora la equazione generale per C, e posto in essa 

-A= — 1, -?= — -, la forma richiesta è: 

C q C p 

(1) -2.+ T = 1; 

P 7 

la quale poi rimane la stessa per assi obliquangoli od ortogonali. 

È evidente come la posizione della retta relativamente al dato 
sistema di assi dipenda dai segni delle quantità p, q. Quindi messi 
in evidenza i segni, abbiamo che : 

CD U 

— rappresenta la retta MN. 

P 7 

— ^=1 rappresenta la retta MN,: 

pq 

— — =1 rappresenta la retta M.N ; 

7 P 

— 1 rappresenta la retta M.N,. 

7 P 

Se una delle quantità A,B si annulla, per esempio A=0 , il- 

segmento che le corrisponde, q= — — , diviene infinito : e la retta 

A 

> tagliando uno degli assi, quello delle y, ad una distanza 

iufmita è ad esso parallela. Il che corrisponde al n. 4 32. 

34. Pboblf.ma li. Esprimere l'equazione della retta mediante la 
lunghezza della perpendicolare abbassata su di essa dall'orìgine delle 
coordinale , e mediante gli angoli che questa forma cogli assi. 

Essendo yOx il dato sistema di assi, yOa>=0, si indichino 
con P la lunghezza della perpendicolare 0 p, abbassata dall'origine 


Digitized by Google 



Ò del sistema sulla retta MN data dall'equazione 

~-PL= 1, (p=OM, 7=ON) e con a^=pOM, £=pON gli angoli che 
P <1 

tale perpendicolare forma cogli assi delle x, e delle y. Dai trian- 

P P 

goli rettangoli pOM, pON, si trae p=— — , q==—— e quindi so- 
stituendo si ottiene per la retta la richiesta equazione : 

(1) y cos /3-f-x cos a. — P=0 ove a-j-/3=9 

Per il sistema ortogonale di assi, avendo $=90° — <*, essa di- 
viene : 


( 2 ) 


y sen «-j-x cos a=P. 


Per ridurre la generale equazione della retta Ay-j-B®-|-C=0 
alla forma y cos /3-j-x cos x — P=0 è necessario in prima determi- 
nare gli angoli che essa fa cogli assi coordinati, e quindi la dire- 
zione e la lunghezza della perpendicolare condotta su di essa dal- 
l’ origine. 

35. Problema I. Determinare gli angoli A e p. che la retta 
At/-j-Bx-[-C=0 respettivamente forma cogli assi delle x e delle y, 
essendo xOi/=9 l'angolo del sistema. 

Risolvendo la data equazione successivamente per y, e per x 
abbiamo: 

! /=— r ®— ' 7-. <e =—t-y— TT : don<Je ( n -° 9 ) 

A A B B 

sen A B sen p A 

seri (9 — A) A’ sen (9— -p) B 

le quali conducono alle seguenti espressioni : 


tang A= 


— B sen 9 
A — Beo* 9’ 


tang p= 


— A sen 9 
B — A cos 9 



ii 

Queste somministrano quelle più usale : 

. Bsf»5 A senti 

V A’-J-B’— 2ABco»0 VA' B’— 2 AB co» fi 

Se il sistema di assi è ortogonale, o $=U0°, sen //.= co» A, 
le (1) si cambiano nelle : 


(2) ca» ì — P cos A— . 

V A* f B* VAVB» 

Proileha II. Determinare la lunghezza e la direzione della 
perpendicolare P condotta dall' origine delle coordinate sulla retta 
Aj/-(-Bflj-f-(:=0. 

I segmenti che questa determina sugli assi Oy, Ox, sono 

espressi (n.° 33) da a --. — — . p ~ — inoltre osservando che 

A r B 

la perpendicolare P divide il triangolo chiuso dalla retta e dagli assi 
in due triangoli rettangoli si hanno le relazioni P=psenA, 

P=q sen fi, da ciascuna delle quali per le formule (I) si deduce: 

/.V p_ — C sen 0 

v'A'+B’— SABroig 

in cui conviene attribuire al radicale il segno o — per modo che 
P abbia sempre valore positivo. 

Per determinare poi la direzione della perpendicolare OP s’ in- 
dichino con a, £ gli angoli che essa forma cogli assi Ox, Oy. Dai 
triangoli rettangoli formati da OP si ricavano le relazioni: A=a-|-90\ 
/z=£- T 90" ; da cui si trae sen A= cosa, sen p,— cos/5 e perciò, 
per le (1). 


(*) 


cos a- 


Bsenfl 

VA’ T B*—2AB cos 0’ 


cos fi— 


A sen fi 

VA* t-B’ — 2AB cos s 


Se il sistema di assi è ortogonale, 0=90" ed £=90" — a, le 
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( 5 ) 

( 6 ) 


cos a= 


P 

B . A 


Va s +b s ’ 


Vam-b* 


Phoblema (IL Ridurre la equazione Ay- j Bar—j— C=0 alla [orma 
y cos p-f -a? cos a — P=0. 

Moltiplicandone tutti termini pel fattore 

sentì 

VP+B 5 — 2ABèòsT 

si ottiene : , 

A sei 1 0 ti , B sen 0 

V / A 1 -j-B 5 — 2ABcos yA*-fB*— *ABwsfi‘ P 

r Csenfl _ 0 

VA*-j-B* — 2AB cos 0 

o per la (3) e le (4), y cos p-f® cos a — P— 0 la quale, quando il 
sistema degli assi ò ortogonale, si riduce a, y sen «-j-tc cos a — P=0. 


Determinazione di unii retta 
mediante date condizioni. 

36. L’equazione di primo grado a due variabili, x ed y, con- 
tenendo due costanti arbitrarie essenzialmente distinte, la retta da 
essa rappresentata può essere sottomessa solo a verificare due con- 
dizioni le quali conducendo a due relazioni fra quantità date e le 
arbitrarie danno modo di determinarle. 

E le coppie di tali condizioni necessarie e sufficienti alla com- 
pleta determinazione di una retta sono: 1.° due punti per cui 
debba passare; 2.° un punto dal quale debba condursi e l’an- 
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goto che debbn chiudere con una rolla data. Quindi por trattare 
compiutamente questi casi è necessario risolvere i diversi problemi 
seguenti. 

Problema. I. Trottare i equazione generale delle rette che pas- 
sano per un punto < lato (ac 0 , t/ 0 ). 

Sia l'equazione generale della retta in cui l, 

m c n sono costanti arbitrarie: dovendo il punto dato giacere su 
«li essa, è necessario che sussista l'equazione ly t -[~mcc t -\-n=0 me- 
diante la quale si può eliminare una delle arbitrarie 

Quindi eliminandovi la n si ottiene per l'equazione cercata 


( 1 ) 


(y — i/o) A(®— ®J=0, ove A=-j 


« 

Problema II. Determinare le coordinate del punto d’ intersezione 
delle due rette: Ai/-jB.e-|-C=0, A'y~|-B’a3-)-C'=0. (a) 

Il punto cercato (X,Y), dovendo nel medesimo tempo giacere 
sulle due rette, bisogna che le sue coordinate soddisfino contem- 
poraneamente ambo le loro equazioni ; e perciò sono 

, y y _BC’— JVC X _A'C— AC' 

~ AB— AB AB'— A r B 


o per brevità 

( 3 ) 


y= ( b C') . X _(A'C) 

W)’ ‘ (AB') 


notando con (AB') la differenza AB' — A'B e così per tutte le altre. 
Se (AB')— 0 , e (Be') , (A'C) diverse da zero, essendo Y=oo, 
le rette date sono paralcllc: se poi 


(AB')=(BC')=(A'C)=0 od £,=!=£,, 


le rette date si confondono insieme. 
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Corollario I. Date le equazioni di due retlc (u, trovare l'equa- 
zione generale di quelle condotte per il loro punto d’intersezione. 

Questo problema facilmente si risolve adoperando il seguente 
lemma: Se F (-c.y)=0, f[x,y)= 0 rappesentano due linee, quella 
espressa da F (cc,y)— [— A f[a>,y)=0 (ove A è una costante qualunque) 
passa per ogni punto ad esse comune. 

Quindi la equazione (3) (\y r B.r-j-C)-[-A(A't/-[-B'x C')— 0 

che evidentemente appartiene ad una retta, rappresenta quella con- 
dotta per la intersezione delle (a), poiché se vi fossero sostituite le 
coordinate del punto in cui esse si tagliano rimarebbe soddisfatta, 
separatamente annullandosi i due termini che compongono il suo 
primo membro. 

Corollario 11 . facile dedurre da ciò la condizione allineile 
le tre rette Ay-f-B®-j-C=0, A'y r Vx -C'=0, A "y 
s’ incontrino in un punto. 

Evidentemente le coordinale del punto d'intersezione di due di 
esse devono soddisfare l’ equazione della terza retta ; ed adoperando 
le espressioni (3) 6Ì ha per la richiesta condizione : 

r A "(BC') B"(CA') C"(AB')=0 
( 4 ) ■, A(B’C")-j-B(C'A"j r C{A'B")=0 

’ A'(BC"H-B'(A"C)- ; C'(AB")=0 

Però dal principio posto nel Corollario I si trae il nuovo c più 
comodo criterio seguente: Tre rette passano per un medesimo punto 
i piando moltiplicata ciascuna delle loro equazioni per una costante 
arbitraria ed insieme addizionate la somma è identicamente nulla. 

Ciò essendo la relazione 

f(Ay+B® r C)+m(A'y- j-B'x , C')- 1 -n(A" ! /-j-B"m + C")=.0 

ha luogo qualunque sieno x,y. Infatti allora quei valori delle coor- 
dinate che separatamente annullano i primi due termini del primo 
membro devono necessariamente annullare anche* il terzo. 
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Problema IH. Determinare l’angolo formato dalle rette date per 
le equazioni Ay-j -Bx4-C=0, A’y-j-B'®-j-C'=0. 

Sia 8 T angolo degli assi, x quello formato dalla prima retta col- 
l’asse dello x, a! quello della seconda col medesimo asse, e p l’an- 
golo delle due rette. Per il triangolo chiuso fra le rette e l’asse delle a? 


. ; • , , tana a — tana a! 

■i ha p= x — x e lang p=— — — ; 

1 -\-tang x lang x 


ma (n.° 35} lang x 
e quindi 

( 5 ) 


— B s en 8 . , — B scn 8 

angx=— — 


lang p 


A — BcosJ A' — B'cos8 

(AB'} sen 8 


AA'+BB'— (XB'+A'ìl) coi 8 


Se il sistema di assi è ortogonale, 8=90°, la espressione (5) 
si riduce alla : 


( 6 ) 


tangp=r 


(AB'} 

AA'+BB' ' 


Corollario 1. Condizione affinchè le due rette siano parallele. 
È questa evidentemente data da p=0, o tangp= 0 e perciò da 
(7) (AB'+O, la quale rimane la stessa e per assi obliquangoli e 
per assi ortogonali. Se le equazioni delle due rette hanno la forma 
g=aa; r 6, y=ax-\-b' (b) essa diviene; a— a' (8j. 

Corollario II. Condizione affinchè le due rette sieno perpendi- 
colari. Dovendo essere $>=90° o tangp— ce, dalle formule (5) (G) 
immediatamente si deduce 

(9) A A+ BB'=(AB+ A'B} cos 8 

(80) A A'-, BB'— 0 

sccondochè gli ossi sono obliquangoli od ortogonali ; ed 

(H) 1-j-aa'- |-(a- a') eos8=0 

(12; \ -, aa'—O 
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quando le rette sono date dalle (b) e sono riferite ad assi obli- 
quangoli od ortogonali. 

37. Problema I. Trovare f equazione della reità condotta per 
due dati punti (»,, y t ) e (»,, y t ). 

La retta che passa pel punto (a?,, i/,) è data da 

[a) (y— y,)+A(<r— a>,)=0; 

ma passando per (i to tì y j) deve sussistere la relazione 


(«/,— y t )+K*—‘ ®i)=° da cui A =— 

Eliminando perciò dalla (a) la indeterminata A , si ottiene per la 
retta richiesta l'equazione 


(t) y — y t _y.— y. 

£B X t X s X f ’ 

la quale, togliendo le frazioni, diviene 

(2) i i(®,— «,)—»(»,— y,)+(®,!fi)=0- 

Corollario I. Liquazioni (1) e (2) si rendono più semplici 
secondo la posizione dei punti dati. Così 

— H — — — od j/(®j — ®,} — •ay t -\-a> l yf=Q conviene alla retta 
condotta per il punto (ac,, 0) preso sull'asse delle co e per (*,, </ 4 ) : e 
similmente 'Jj —h 'J i ot | y W — x ^y — y\ — y x =0, se il primo 

X £Dj 

punto giace sull’ asse delle y ; ZjrM~Jir ,== ® od 
yx t -\-xy t — y,ar 4 =0 se uno dei punti giace sull'asse delle y e 
l'altro su quello delle <r; — -- od t/® 4 — xy t — 0, se il primo 

punto coincide coll'origine delle coordinate. 

Gtom. Ami. f 
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Corollario II. La condizione affinchè tre punii (a?,, y t ) [x r y t ) 
( x 3 , y 3 ) siano in linea reità si ottiene ponendo le coordinale di 
uno di essi nella equazione della retta che congiunge i due rima- 
nenti Pertanto essa è 


(3) y,(*— ■ r .)= 0 - 

Problemi II. Determinare l'equazione di una retta che passa per 
un punto dato (a> t , y 0 ) , e che forma un angolo dato p colla retta 
y—ax-\-b , l'angolo del sistema di assi essendo $, 

Sia l'equazione della retta dimandala: y — t/ 0 =a'(®— xj. La 
formula (5) del n.° 36 diventa 

(n — a') sen fi 

^r - r +àa'-,(a-|a-)cos 6 - 

dalla quale si deduce 

a sen (6 — p ) — sen p 

sen a sen p 


Pertanto l'equazione diviene 


w 


y — y 0 = 


'a sen (8 — p ) — sen p 
.sen (fi-f <p)-|-o sen p 



e se il sistema di assi è ortogonale si ha 


( 3 ) 


y—y*= 


a cos p — sen <p 
cosp-\-a sen p 


(ao — rc 0 ). 


Corollario I. Se la retta data è uno degli assi coordinati 
l’ equazioni (4) e (5) si semplicizzano. Infatti si trasformano nelle 

K— «). y—y„= tanr J ? — ») 

6« la retta è'I'asse delle <r, e nelle 

y—y —^tlì}[x—x t ), y — y 0 = col p[oo—x t ) 
sen p 

se essa coincide coll'asse delle y. 
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-Corollario II. Condurre una retta per il punto (x,.t/ t ) paral- 
lelamente alla retta data y—ax r b. L’ equazione della retta cercata 
immediatamente si deduce dalla (4) o dalla (5) ponendovi p=0 ; 
quindi è (6) y — y 0 =a[x — cc 8 ), qualunque sia il sistema d’assi. 

Corollario III. Condurre per il punto (® ( ,y g ) ima perpendicolare 
alla retta y=ax-{-b. Essendo <f>=90°, da'le ( 4 ) e (5) si ottiene 



Problemi. 


38. Problema I. Determinare la lunghezza P della perpendico- 
lare abbassata dal punto {sc v y a ) sulla retta (a) Ay-, Bx-)-C=0. 
Kidotla l'equazione (a) alla forma: (6) y cos p-j-x cos x — p=0, 
(p= OP,p^=POy,«=POx), dal pun- 
to dato M ( posto fra 0 e la reità ) 
e da Q si conducano due perpen- 
dicolari sovra OP , ed r.t siano i 
punti di intersezione , infine sia 
AIR la perpendicolare di cui si cer- 
ca la lunghezza. 

Dai triangoli MQl. OQs si 
trae ; n=y 0 cos p , Os — ar^ eos a : 
cosicché P= MR = OP — Or— 

— (y 0 eos p-j-cr 0 cos a — p). Ma se il 
punto M fosse situalo relativamen- 
te alla retta dalla parte opposta 
a quella in cui giace l'origine delle coordinate, l'espressione per P 
sarebbe -|-(y 0 cos p- j- <r 0 cosa. — p), quindi questa cambia segno poa- 
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«andò dall' una all' altra parte della retta. Pertanto nel valore della 
perpendicolare P il segno significa la sua posizione relativa: se il 
segno positivo si assume ad indicare che essa è con p dalla stessa 
parte della retta, il segno negativo indica che è dalla parte oppo- 
sta a quella ove si trova p. 

Laonde nella formula 

(t) P=±(t/ # COS X 0 COS OL — p) 

sostituendo a cos et, cos /}, p i loro valori (n.° 35) si ottiene: 

„ . JH-j-BayfC) sen9 

‘ — 2AB cosfl ' 

Nel sistema ortogonale di assi (5=90®) le espressioni (4), (2) di- 
vengono : 

(3) P==fc(«/ # sen a-\-x 0 cos ct—p) ■ (4) P^=zt=^^==^ • 

Problema II. Determinare l' equazioni delle bissellrici degli an- 
goli formati dalle rette: ycos(ì-\-x cosa — p—0,y cos (ì'-j-x cos a' — p'=0 

Ogni punto (X,Y) della bisettrice dell’angolo formato dalle rette 
date essendo ad eguale distanza da queste, immediatamente si ot- 
tiene la sua equazione: 

(5) Y cos 0+X cosa — p= Y cos p'-j-X cos a — p', 

poiché ciascun suo membro esprime la lunghezza di una delle per- 
pendicolari che misurano la distanza del punto (X, Y) alle date rette. 

Notando che il segno di una perpendicolare cambia passando 
da una parte all'altra della retta su cui è condotta, la equazione 

(6) Y cos /3+X cos et — p= — (Y cos /ì'-|-X cos et — p'), • 

rappresenta la bissctlrice dell’angolo supplemcntario di quello for- 
mato dalle rette date. 
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L' equazioni (5), (6), por assi ortogonali, si trasformano nelle 

(7) Y sen cc-\-\ coi x — p l~(Y sen a'-j-X cos x’ — p') 

Corollario. Se le rette date hanno per equazioni : 

Ay-f-Bx- r C=0, A'j/-{~B'a>-)-C'=0, quelle delle bissettrici prendono 
la forma 

#oX AY.4-BX.-fC a'Y 0 +BX 0 +C_ 

W v/A’-l-B’— 2ABco»fl y'A'»-j B' s — 2A'B' coi 0 

per assi obliquangoli, e 

Ay 0 j- B j^- ^-C t A H.r f| T C' 

™ V a 4 4b s Va'*-;-b* * 

per assi ortogonali. 

Problema III. Trovare la condizione necessaria e sufficiente aff 
finché l'equazione generale di secondo grado in x ed in y, 

(o) Ai/’-l Bxi/f-C^ ! Dy4^ ;r i F=0 rappresenti due rette. 

A sciogliere questa questione basta ricercare se la data equa- 
zione (a) può identificarsi col prodotto delle equazioni di due rette 
T(ax-\-fiy — I ) (a'x-\-fi'y — 1)=0. Pertanto eseguito questo prodotto 
ed ordinato per x e per y ed eguagliato il coefficiente di ogni suo 
termine con quello del termine che in (a) gli corrisponde, si ottengo- 
no le cinque equazioni: 

(b) F«a'=rC,F^'=A ) F(«0'+*'p)=B,F(*4*')=— E,F(j3-|-/S')=— J 0 

fra cui eliminate le quattro quantità x, x', fi, fi' si perviene alla cer- 
cata condizione. Infatti con eliminare x, £ si ha: 

F^4-D^4-A=0 

F0"(4CF— E^-fD/S^CF— E*H (B’F— BDE-fCD ! )=0, 


da cui si trae immediatamente: 

(10) AE’4-CD’-)-FB i — BDE — 4ACF=0. 
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Kacrelsl. 


I. Determinare la posizione delle seguenti rette trovando i seg- 
menti che esse tagliano sugli assi ; 

4x-|-7i/=28 ; 3x — 5y= 1 1 ; 7x-j-2«/-j-8=0 ; iij — 6x=3. 

II. Determinare gli angoli che formano cogli assi le rette seguenti: 
— 3 x= 16; 2y-’ r 7x=2I ; 3t/-j-4x-|-4=0 ( assi ortogonali ) 

4y-j-2x— 9; 14x-— 3t/=5; III — 4=9y ( assi che comprendono 
un angolo di 80°). 

III. Calcolare la lunghezzafdella perpendicolare abbassata dal- 
l'origine sulla retta: 6®-j~4t/-}-17=0, essendo gli assi ortogonali. 

IV. Calcolare la lunghezza della perpendicolare abbassala dal 
punto (x= — 1 , y=3) sulla retta 3x — 5 ij — 7=0, per assi orto- 
gonali, e per assi comprendenti un angolo di 75° 40' 12". 

V. Formare le equazioni dei lati di un triangolo, le coordinate 
dei cui vertici sono (x=2,t/= — 1), (x=3, y=4), (x= — 8, t/=4), 
e trovare le lunghezze delle perpendicolari abbassale da ogni suo 
vertice sul lato opposto, gli assi comprendendo un angolo di G0°. 

VI. Formare le equazioni delle mediane del precedente triangolo. 

I 

VII. Trovare le coordinate dei vertici e le equazioni delle diago- 
nali del quadrilatero i cui lati sono espressi dalle seguenti equazioni 

4y — 6x=21 , 3t/-f-2x=7, 45x — 4t/=l4, 43x-j-40i/-|-29=0. 

Vili. Trovare le coordinale dei punti d - intersezione dei lati 
opposti per il medesimo quadrilatero e la equazione della retta che 
li congiunge. 

IX. Calcolare l’angolo che comprendono le due rette: 

2j/-j-5x — 1=0, 4 Ix — j— i=0 per assi il cui angolo è di 48®. 
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X. Trovare le equazioni delle perpendicolari condotte per ogni 
vertice sopra il lato opposto del triangolo (x= — 1 t/=4), 
(a?=5,t/= — 3), (a;=2, y=7) per assi ortogonali e per assi il cui 
angolo è di 30°. 

XI. Trovare le equazioni delle perpendicolari inalzate nei punti 
di mezzo dei lati dello stesso triangolo, per assi ortogonali , e per 
assi il cui angolo è di 60°. 

XII. Formare l'equazione delle bisettrici degli angoli compresi 
dalle due rette 4y-j-3®-f-4=0, I2y — 5®-j-24=0, gli assi es- 
sendo ortogonali. 

XIII. Esprimere l'area A di un triangolo date le coordinate dei 
suoi vertici (»,,$,), (a>„y,), (® 3 , y s ). 

La formula richiesta è 

2A=(y 1 ®,)+(y 1 ® J )+(y,a) 1 ). 

XIV. Esprìmere l' area A di un poligono per mezzo delle coor- 
dinate dei suoi vertici (Xj.y,), («..y,) (x n ,y n ). 

La formula richiesta è 

XV. Esprimere l’area S di un triangolo per le costanti delle 
equazioni dei suoi lati: 

Ay+Bx-|-C=0.A'y+B'*+C'=0,A"tH-B"a3-fC"=0. 

La formula richiesta è 

ao _(A(B'C")+A'(CB")+A"(BC'))‘ 

(AB 1 ) . (AB") . (A'B") 

XVL Dimostrare che ogni equazione omogenea dei grado m 
fra le due variabili x, y esprime un sistema di m rette che passano 
per l’origine. 
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XVII. Determinare l'angolo p compreso dalle rette : 
Ay s -|-B:ri/-}-C!/ s =0, e per assi ortogonali e per assi obliquangoli. 
Nel primo caso si ha 


e nell' altro 


tang P 


VB* — 4AC 
A+C~ 


tang p-= 


s en fl . VB-—ÌAC 
A | C — B cos (t 


XVIII. Determinare l’equazione delle bissettrici dell'angolo chiuso 
dalle rette: Ay , -|-Ba:i/-|-Ca; ! =0, gli assi essendo ortogonali. 

Essa è B{®’ — y a )— 2{A — C;.nj=0. 

XIX. Due vertici di un triangolo si muovono lungo due rette 
fisse, e i tre lati passano per tre punti fissi situati sopra una me- 
desima retta ; determinare l’ equazione della linea descritta dal terzo 
vertice, 


XX. Condotta una parallela alla base di un triangolo e nei punti 
ove taglia i lati elevate a questi delle perpendicolari, trovare il luogo 
della loro intersezione. 

XXI. Date le rette A(j / — i^’-f-BJa;— a)[y— 1>)-|-C(cc — o)’=;0 con- 

ducendo dall’ origine 0 un raggio qualunque ebe le tagli in R, e 
in R s , il luogo di un punto R preso su di esso per il quale sus- 
siste la relazione £ una re j ta ] a quale nominasi po- 

lare di 0 relativamente alle rette date. 

La sua equazione è (2Afe-f-Ba) (y — b)-|~(2Ca-f-B6) (x — a)=0. 

XXII. Date le rette A (g — 6)* -B(aj — a){y — 6)-f-C(a: — o) s =0, 
conducendo dalla origine 0 due rette qualunque, ed unendo i punti 
d’intersezione trasversalmente, il punto ove queste trasversali si ta- 
gliano giace sulla polare di 0. 
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CAPITOLO V. 


Plztlnxlonc delle lince di nceondo ordine In generi. 


39. La forma più generale dell’equazione di secondo grado a 
due variabili è 

(\) F (x, y)— Ay'-f-Bxy-j-CV ; l)y-)-Ea>-(-F=0, 

nella quale A, B, C, D, E, F sono costanti qualunque. 

La natura delle linee rappresentate dalla (1) dipendendo dai 
valori particolari delle costanti, è necessario investigare quali linee, 
di forma essenzialmente diversa, possano essere simboleggiale [da 
essa. Il metodo che seguiremo in questa ricerca comprende due 
parti; la prima ha per oggetto di ridurre l’ equazione generale al- 
le forme più semplici che può assumere, l’altra di ritrovarne la 
geometrica significazione. 

Riduzione dell’ cquozlonc generale. 


40. Si debbono nell’ equazione (1) considerare separatamente 
due casi fondamentali : quando uno almeno dei coefficienti (clic si 
suppone reso positivo) dei quadrati delle variabili è diverso da zero, 
e quando ambedue insieme sono nulli. 

1.° Caso. A>0. Ordinando F[x,y) rapporto a y, quindi mol- 
tiplicando c dividendo per 4A ed infine aggiungendo e togliendo 
al numeratore la quantità (Bx-j-D/, che addizionata ai primi due 

Gtoiru Anal. 8 
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termini dà per somma un quadrato perfetto, l'equazione (f) pren- 
de la forma 


r2Ay-ì-Brc-i-D‘ 

’ 1 

L 2 V / A J 

4A 


-|-2(2AE— BD)a>-|-(iAF— D’)J =0; 


ed avendo posto per brevità 2Aj/-pB£D-j~D=2AY, 

4AC — B’— M , 2AE — BD=N, 4AF — D'=P ; 
si scrive più semplicemente nel modo seguente 


(2) 


AY‘+ M**-|-2Na>-f-v]=:0 . 


Denotando con A la espressione 

(3) A=AE s -f-CD s -}-l'’B s — BDE — 4ACF , 
fra le quantità M, N, P sussiste la 

(4) — 4AA=MP — N’. 

Per ridurre ulteriormente la (2) sono di nuovo ila distinguere 
due casi : M diverso da zero e M nullo. 

(a) M diverso da zero. Considerando il trinomio M®*-(-2Na>-|-P 
si trasformi in altro composto del quadrato di una funzione lineare 
in a; e di una quantità indipendente da questa variabile: con ciò 
si ha identicamente 


[ MV-1-2 MNaH-PM ^(Mx4 N) 5 +(PM-N 5 )] . 


Quindi por la (4), e posto 

(5) Mm-j-N=2MX , 

si ottiene la trasformata 

AV +^r-w=°' 
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la quale, ponendo A =p,°, ^ ==fcp, J , — f r ==fcp i * , 
A Ju 


diviene 


(6) p t ' Y'-ztp,’ S-'^p'— 0 

in cui p l i y^=p*'y^t.p. i i ——A. 


In questa equazione si debbono considerare i segni di cui le 
p* sono affette, i quali dipendono dalle quantità M e A : cosicché 
sono da distinguere due casi principali secondo che M è maggiore o 
minore di zero. 

1° M>0. Questo si suddivide nei tre casi seguenti: 

1. » Tulle le p* positive, ovvero 0 , 

il che ha luogo per A<0 ; 

2. ° Le prime due p' positive e l’ altra negativa ovvero 

p t *Y* j-p t *X* — p, s =0 , a cui corrisponde A>0 ; 

3. ° Le prime due p s positive e l'altra nulla ossia 

Pi*Y , -J-p 1 , X , =0 , c quindi A=0 . 

11. 0 M-cO . Similmente questo caso comprende i tre seguenti: 

1“ La terza p* positiva e la seconda negativa, od 
p,*Y’ — ■p 1 , X*-j-p 4 *=0 , e con ciò A>0 ; 

2. ” Le due ultime p* negative, o p, a Y° — p^X * — P *—0, onde A<0; 

3. " La ultima p ! nulla, o p* Y* — p J *X*=0 , e con ciò A— 0. 


(6) M nullo. La (2) riducesi , poiché per la (4) si ha N=2y'AA, 


AY,+ n[ 2N * +p ] =0; 

ovvero ponendo 2Ncc-(-P— 4AAX , e A =p,*, A—pJ, 

(7) AY°+AX==p 1 0 Y*H-p l t X=0; 

e per N o A nullo ad 

(S) AY*+ 4 P ^p 1 °Y*±p 9 *=o, dove =b Pj 0 =-^ . 
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La (7) e (8) danno luogo ai seguenti casi 
III. 0 M=0 , A>0 , 

1.® Le p s diverse da zero, o p,*Y , -(-p J , X=0 , 

M=0, A=0 . 

1. ® Ambedue le p* positive, opj’Y’-f-pj^O, e vi corrisponde P>0; 

2. ® La seconda p* negativa, o p^Y’ — p*—0 , e con ciò P<0 ; 

3. ® La seconda p 5 nulla, od p t *Y’=0, e con questa P=0. 

2.® Coso. A=C=0. L'equazione generale delle linee di se- 
condo ordine essendo 


( 9 ) 


Rry-f-Dy Ear-j-F— 0 , 


in cui B può sempre ritenersi come positivo, aggiungendovi c lo- 


np 

glicndovi ~ si trasforma identicamenle nella 


B 


( 10 ) I (BflH-D) (Bj/+E) f 1-(BF — DE)=o • 
Osservando aversi M= — B’, A=B(BF — DE), c preso- 

(11) ?^+2 = Y- BX, ®?th?=Y+BX ,. 

VB Vn 


si trova per equazione ridotta la 

(12) Y’-t-MX*—- £=0 . 


la quale fc evidentemente compresa nell' equazione (6) discussa nei 
due casi 1.® e 2.® del caso goncrale II 0 relativo a M<0. 


Kigniflrnlo geonclrlfo delle equazioni ridalle. 

il. II carattere più importante che può fare riconoscere la 
forma della linea rappresentata da una equazione algebrica qualunque* 
eonsisle , o nell’ essere questa limitata da ogni parte , o nell’eslen* 
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dersi all' infinito in una o più direzioni. Si vide per la circonfe- 
renza del circolo (n.° IO) come una equazione di secondo grado 
possa esprimere una linea chiusa, c per il sistema di due rette (n.°38) 
come quella possa eziandio rappresentare linee che si estendono allo 
infìnito. Quindi è necessario esaminare paratamente le particolari 
equazioni dedotte da quella generale delle linee di secondo ordine 
ed indicarne la natura ricercando se una retta condotta in arbitraria 
direzione dall’origine possa mai incontrarle all' infinito. 

Esse sono poi inferite a nuovi assi le cui equazioni sono per 
M diverso da zero 



e per M nullo, la precedente Y— 0 , e con essa , per A diverso 
da zero, X=j-^^2Nir-j-P^=0 e, per A nulla, .t=0. 


I.® Equazioni in cui M;>0. 


A>0,p l , Y*-j-p 1 *X* — 7> 3 *=0 . Risoluta relativamente a Y dà la 
espressione ^ =± X*: quindi ad ogni valore della X 

compreso fra 0 e corrispondono due valori eguali e di segno 

Pi 

contrario per la Y, ed ai valori X— 0, X=rfc? J i valori Y==fcJ^,Y=0. 

Pi Pt 

Risoluta per X, si ha X=^r-^t ^ / 1*3 — y 5 da cui similmente si de- 
Pi \ ;i, ! 

duce che ad ogni valore di Y compreso fra 0 e =t:— corrispon- 
dono per X duo valori eguali e di segno contrario, ed ai valori li- 
miti Y=0, Y=dz~ ó - convengono i valori X— zfc— 3 , X=0. Laon- 
P i f: 
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de la curva è simmetrica intorno ai due assi coordinati e taglia 
ciascuno di questi in due punti ad eguale distanza dall'origine delle 
coordinale 


Y 



X 



A . A 
M* 


Inoltre conducendo per 1' origine la retta Y — osX=0, le coordinate 
dei punti ove questa sega la curva sono espresse da 


V s- Pì , Y=zt 

v5FJ?.v v,>; f#,v 

valori reali e finiti qualunque sia a e due a due eguali c di se- 
gno opposto : cosicché la curva è chiusa ed è simmetrica intorno 
all'origine. E siccome la equazione della ellisse (n. 0 11) adoperan- 
do il metodo di sopra svolto si pone sotto questa medesima for- 
ma , avendo per ciò M-=4aV, A— — 4a‘6‘, Y=2 a’t/, X=4o Vai, 
si deduce che tale linea è una ellisse. 

2.° A=0,p l , Y’-5-p 1 *X , =0. Il primo membro di questa constando 
della somma di due quadrati si decompone necessariamente nelle 
due equazioni lineari che insieme devono sussistere: Y=0, X=0, 
da cui si traggono per y i valori 


N MD— N.B-2CD— BE 

X ~ M' y ~ 2A.M ~ M 

Pertanto la data equazione esprime un punto 

3.° A<0, P|*Y*-(-p J , X , -j-p J , =0. Dovendo la somma di tre qua- 
drati di cui il terzo é una quantità costante annullarsi e a ciò non 
potendosi soddisfai e da vcrun sistema di valori reali per X è Y, 
questa non conviene ad alcuna linea, non è suscettiva di ricevere 
alcuna geometrica significazione. 
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1 • <l A<0 , p* Y 5 — Pj'X' — p/=0 • Risolvendola successivamen- 
te per Y, c per X, si hanno: 



Nella prima attribuendo a X tutti i valori reali compresi fra 
co c si ottengono per Y valori reali, due a due eguali e di 
segno contrario, e che pure vanno crescendo fino a zpoo e quindi 

ad X=0 , corrispondono i valori Y — — : nella seconda per tutti 
i valori della Y compresi fra 0 e — p 3 si hanno valori immaginari 
per la X, e per quelli che da procedono a ±»o, si hanno perX 

Pi 

valori reali a due a due eguali e di segno opposto e che crescono 

da 0 a ; infine ai valori limiti Y— 0, Y— si apparten- 
ni 

gono i valori X = =S=— , X=0. Laonde la curva è simmetrica 

intorno l’ asse coordinato Y=0 , che non incontra , taglia poi l'al- 
tro asse coordinato, intorno a cui è pure simmetrica, in due punti 

equidistanti dall origine Y 

non ha punti nella porzione indefinita di piano compresa fra le 
due paralelle all' asse delle Y, 




Ci 

Infine condotta per 1" origine la retta Y — aX= 0, le coordinale 
dei punti ove questa sega la curva sono 


X — , Y ~t~ 

^Px*'~P* VftV-f»,* 

cd hanno valori reali solo quando la retta è compresa nell'angolo 
chiuso dalle due rette p* Y* — pj'X=0, le quali incontrano la cur- 
va in due direzioni opposte all'infinito. Da questa discussione si 
deduce che la curva è composta di due rami separati che proce- 
dono all' infinito, uno dalla parte di X— 0 positivo, il secondo dalla 
parte di X=0 negativo ed è simmetrica intorno all’origine. Essa si 
chiama iperbola poiché la equazione di questa curva (n.° 12), per 
Ms= — toV, A=— 16a‘6‘, Y=2ò*®, X=—ia'b'y 


si riduce alla forme discussa. 

2. ° A>0, p,’ Y* — p s *X s -j-p 3 , =0. Moltiplicandola per — 1, si ot- 
tiene pj’X’ — p.'y* — 0, equazione della medesima forma della 
precedente, c che perciò esprime anche essa una iperbola, però di- 
sposta diversamente rispetto agli assi. Infatti dei suoi rami, uno è 
volto dalla parte positiva dell'asse delle Y l’altro dalla parte negativa 

del medesimo asse, che tagliano in X — - a — rp 

P. 

3. ° A=0 , />,* Y’ — p*X l = 0. Questa immediatamente si decom- 
pone nelle due 


V 


A^A 

M* 


p,Y— p,X= 


2Aj/-j-B®-f-D 

2t/A 


M»+N 
2V— AM 


„ 2Av+B®-|-D Ma>-!-N 


o, 


equazioni che esprimono due rette concorrenti il cui punto d’in- 
tersezione è dato dalle coordinate: 



MD— NB 2CD — BE . 
y ~ 2AM ~ M 
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III. Equazioni per coi M=0. 


Gì 


1.” A>0, p, , Y*-{-p, , X=0. RisoluUi per Y ai ha Y=rtr 



attribuendo alla X tulli i valori compresi fra 0 e — » , si otten- 
gono per Y valori reali a due a due eguali e di segno contrario; 
e se invece ad X si danno i valori compresi fra 0 e -j-oo si de- 

n * 

ducono per Y valori immaginari. Inoltre in X= — O y* facendo 

P' 

variare Y da =t=t» a 0, X assume valori reali da — ao a 0. Con- 
ducendo infine per la origine una retta Y — <*X=0, le coordinate 
dei punti ove taglia la curva sono date da 


X=0, Y=0, ed X= - 

P, * P,'* 

e corrispondono alla origine e ad un punto la cui posizione dipende 
da a c che è all'infinito per o=0, cioè quando la secante coin- 
cide coll’asse coordinato Y=0. Laonde la curva è simmetrica in- 
torno all'asse delle X, non a quello delle Y, ed ha un solo ramo 
infinito rivolto dalla parte negativa di X, e siccome l’equazione 
della parabola ( n.° 13) si riduce a questa forma , per 


M=0, A=U\ P \ N=-8 p, P=Q, Y=y, X= — tale curva si 

*P 

nominerà parabola. 

2.° A—0, P<0, p, \ s p,*— 0 . Questa decomponendosi nelle 
due equazioni lineari in Y 


v (2Ai/~j-Bai-pD) / p 

P ,Y +P ,= ^£P = o 

*VA. AVA 


Gfn « Anul. 
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esprime evidentemente un sistema di rette parallele. 

3.° A=0, P>0, Pj*=0. La somma di due quadrati, 

fra cui uno è una quantità costante, dovendo annullarsi , questa 
equazione non può essere soddisfatta da alcun valore reale di Y; 
ne quindi ammette alcuna geometrica interpoli azione. 

4“ A=0 , P=0 , j>, , Y*=0 . Immediatamente da questa si trae: 

Y’= 1. (’2.\y ,-Bx-|-D)’=0, da cui 2Aj/-f-B®-j-D=0 : 

la linea espressa dalla data equazione si riduce ad una unica retta. 

42. Le linee di secondo ordine si possono adunque classifi- 
care in tre generi essenzialmente distinti, ciascuno capace di alcuna 
varietà, secondochè sono da ogni parte limatale, o sono illimitate in 
due od una sola direzione. Quindi riepilogando si può comporre il 
quadro seguente: 

Genere Ellisse M>0. 

; A>0 Ellisse. 

' A=0 Punto. 

( A<0 Nulla. 

Genere Iperbola M<0. 

( Iperbola. 

\ A=0 Due relle_eoncorrenti. 

parabola M=0. 

Parabola 

P<0 Due rette parallele. 

P=0 Una sola retta. 

P>0 Nulla. 


Genere 

f A>0 

) A=:0 | 
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43. Esempio I. Ridurre l' equazione iy* — 3.r■y-j~5x , — 3y — 2a>-j— 4 =0, 
riferita ad assi ortogonali, alla sua forma piti semplice e quindi 
discuterla. 

Avendo M=71 , A=8, N= — 23, prendendo per nuovi assi 
Sy— 3x— 3— 8Y=0 , 7lx — 23— 142X=0 ( che chiudono un 

25 

angolo di 20".33'.27",7G ed hanno per origine il punto 0 =^-, 

y—Yj ) la data equazione diviene X* — ^ = 0, che 

esprime una ellisse. Questa è compresa entro il parallelogrammo i 
cui lati opposti sono rispettivamente paralleli a ciascuno degli as- 
bì cd hanno per equazioni 

lo Vì2 

y==t=\/ ^=±0,336, X=±— =±0,08. 

Esempio li. Determinare la linea rappresentata dall’ equazione 
4y* — xy-\-x f — y-j-2a> ,1-0 riferita ad assi obliquangoli qualunque. 

Poiché con M=15, si ha A=0, essa esprime un punto aven- 
te per coordinate y—0 , a >= — i. 

Esempio III. Delerminarè. la linea rappresentata dall equazione 
3y* — omj a?-\-y — 3a>-!-8=0 , riferita ad assi obliquangoli qua- 
lunque. 

Poiché con M=4, si ha A= — 57, essa niente significa. 

Esempio IV. Ridurre f equazione 2>f — Gxy-j-iaj’-f-y — 2avf-I =0, 
riferita ad un sistema di assi comprendenti un angolo di CO 11 , alla 
sua forma più semplice e quindi discuterla. 

Avendo M= — 4 , A=i , N= — 2, preso per nuovi assi lo 
rette 4y — 6x j-- I=4Y=0, 4o)-j-2=8X=0 (che chiudono un an- 
golo di 36.“ 35' 12", 41 , ed hanno per origine il punto ®= — ^ 
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y= — 1) la data equazione si Irasforma nella Y* — 2X*-|-1=0 che 
esprime una iperbola. Questa ha uno dei suoi rami nello spazio 
indefinito compreso fra le tre rette Y-f-v'2.X=0, Y’ — V /2.X=0, 
X=-}-0,7 07 ; l’ altro ramo in quello indefinito compreso pure fra 
le tre rette Y-fv/jTx— 0, Y— v / 2Tx=0, X=— 0,707. 

Esempio V. Ridurre l' equazione 3;/* — xy — ar-f-i/ — 3x — 8=0, 
riferita ad assi ortogonali, alla sua forma più semplice e quindi 
discuterla. 

Avendo M= — 13, A= — 81, N= — 1 7, preso per nuovi assi 
le rette 6y — a-—}— I =6Y=0 , 13®-f-l7=26X=0, ( che chiudono 
un angolo di 9“.27'.ii'', 36 ed hanno per origine il punto 
17 8 , ,, , . . ,-. t 13 v , 81 A 

x— — —, y= — — - ), i equazione trasformata eY — — X — — = 0 , 

1 3 39 3 13 

che esprime una iperbola. Uno dei suoi rami è chiuso nello spazio 

indefinito determinato dalle rette 

Y— Vi, 333 . X=0, Y-1VC33T. X=0, Y=— ? 

V 13 

e l’ altro ramo è chiuso dallo spazio indefinito parimente determi- 
nato dalle rette 

Y— Vi, 333 . X=0, Y-'-VM3Tt.X=0, Y= 

v V 13 

Esempio VI. Determinare la linea espressa dalla equazione 
Gì/ 1 — ccy — -t iiao 2 — J — y j— 1 1 x — 2=0 riferita ad assi ortogonali. 

Essendo M= — 361, N=133, A=0, la data equazione rap- 
presenta le due rette concorrenti 

12«/ — ®-)-1 133 — 361® n 12j— ®-H 133—361® 

2VÌT 2 V6 1 361 ’ 2 V(T n 2V 6.361 ° } 

o 2j/-f-3x— 1=0, 3y— 5x+2=0. 

Esempio VII. Ridurre l'equazione 

ii/ 5 — i xy ■|-® , -(-2y — 3x-f-1 =0 
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\q4 assi ortogonali alla sua forma più semplice e quindi dis- 


Avendo M=0, A=I6, N= — 16, P=12, preso per nuovi 
assi le rette 2(4 g — 2x-f-t)=8Y=0, 4(3 — 8x)=256X=0 (com- 
prendenti fra loro un angolo di 26°.33'.54",18 ed avendo per ori- 
gine il punto X— 0,37a, y=0,0623 ) 1’ equazione della curva di- 
viene Y’-j~4X=0. Questa è una parabola volta dalla parte* in cui 
si contano le x negativeje che possa per l’origine delle coordinate. 

Esempio Vili. Determinare la linea espressa dall' equazione ri- 
ferita ad assi rettangolari 8y’-[-24®y-{-18®* — 22i / — 33® 5=0. 

Poiché con M=0 , si ha pure A— 0 , N=0 e P= — 324 , 
V equazione proposta rappresenta la due rette parallele, 

8Y— 9=0, 8Y-f 9=0, o 2y+3®— 5=0, 4y-|-6x— 1=0. 

Esempio IX. Determinare la natura della linea espressa dalla 
equazione i/’-(-6xy-{-9x ! — 2y — Gx {-26=0 riferita ad assi ret- 
tangolari. 

Essa diviene, per M=0, A=0 e P=100, Y*-)-25=0, e quin- 
di nulla significa geometricamente. 

Esempio X. Definire la linea data dall’ equazione 
9tf — 30xy-j 25® , -|-42y — 70x-{-49=0 riferita ad un sistema or- 
togonale. 

Annullandosi M, N e P, l'equazione rappresenta f unica retta 
3y— 5x-(-7=0. 


Kserelil. 

Determinare la natura delle linee le quali, indicando con 0 
1’ angolo del sistema d' assi, sono espresse dalle equazioni 

4y* f12xy j 17®’— 8y— 28x— 20=0, 0=60." 

5y' — 4®y-)-3® , -)-7y — 2® — 4=0, 0=90.® 
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4y*-f-4x</-f2a;’— 8y— 0* }-5=0, j— ij* 

•/*— 8xy '-20x' — (/-j-i.r-f-G— 0, 6=90“ 

3/ — 2xy— 5x’— 7x=0, {=30.° 

V' -f-ixi/— x*-j-3x— 2i/=0, 6=90.” 

!/* — 6a?y-j- 8a^ — 4i/4-4 ìx — 3=0, fi=G0" 

6y'—' 7xi/— 5x , — i 3y f32x— G3=0, 6=30.' 

4xt/— 7x’— 5x ì-2=0, 6=00.' 

3xi/ — 3 y — ix-f-7=0, 6= io. 0 

2xy -[-«*— lj/-f-3x— 1=0, 6=9Ó.° 

!/’— ixyJ-4x*-f-3j/ — 2x-j-2=0, 6= io* 

b ' x ' — 2a6xi/-!-ay — 2 ab'x — 26a , i/-{-(i , 6 , =0, 6 qualunque 

36t/M-36xy-|-9x’-4-21.T-f-i2t/ — H=0, 6=90“ 
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C A P I T 0 I. 0 VI. 

Proprietà generali delle linee di «econdo ordine. 


44 . Per sviluppare ordinatamente tulio che si attiene alla for- 
ma, alla grandezza, alla posizione c ai limiti delle linee di secondo 
ordine fa d’uopo premettere alcuni lemmi. 

Lemma I. Trasformare V equazione generale delle linee di se- 
condo ordine 

(1 ) A »/’— )— Iìjr?y -f-Cai’ -}■ D;/ Ex-|-F=F(a>,i/)=0 

da un sistema di assi qualunque ad assi paralleli condotti per la 
nuora origine (a, 6). 

Per formare l'equazione trasformata si deve nella (4) porre 
po-j-a, y— |— 6 invece di as e di y: si ottiene 

(2) Ay' }- Rry - -J-C®*- f D'y-f-E'a>-j- F'=0 
in cui 

i D'=2A6 1 -Ba-(-D=FV,a,ò) 
l E'=Bf>-f 2Ca f E=FWa,6) 

(3) ’ F'=A(i , -j-Bali-(-Ca , -j Dli-(-Ea pF 

I =•!.. j^6D'— j— aE'-j-D6— (— Ea-j— 2F ]=F(a,6). 

Lemma IL Determinare le intersezioni di una retta con una 
linea di secando ordine. 

1° La secante sia condotta per l’origine delle coordinate. In- 


Digìtized by Google 



74 

dicendo con fl 1' angolo del sistema , con a e £ gli angoli che la 
retta respettivamentc forma cogli assi delle a> e delle y , con p il 
raggio vettore di un suo punto qualunque M (x, y) , la retta può 
esprimersi mediante le due equazioni 

sen fi zen a 

x=mp, y~np, in cui m= ", n = . 

sen J sen Q 

Quindi i raggi vettori dei punti d' intersezione della secante colla 
linea rappresentata dalla (1) sono determinali dalla equazione 

(5) F* . (Am* -j-Bmn -|-Cn’)-f- f>(Dm-|-En)-J-F=0. 

Il* La secante sia condotta per il punto qualunque (o,6). In 
questo trasportando l’origine di un sistema di assi paralleli ai pri- 
mitivi , la secante è allora espressa dalla (i) e la linea dalla (2) : 
cosicché per la determinazione dei raggi vettori si ottiene la equa- 
zione 

(6) f>*(Am ! -|-Bmn-j-Cn*) -)-P(D'm-)-E'n)-|-F'=0. 

45.* Sia la funzione omogenea di secondo grado a tre va- 
riabili F(a>,y,s)=Ai/ , -j-Byai-j-Cai , -|-D!/5-)-E£rz-|- Fs* , la quale per 
*=1 eguaglia il primo membro dell'equazione generale delle curve 
di secondo ordine; nominasi suo discriminante quella funzione delle 
costanti A,B, C, D, E, F che si ottiene eliminando le variabili x, ij, s 
fra le tre derivate di F prese rispetto a ciascuna di queste ed 
eguagliate a zero 

F',=2Ai/-)-Ba:-fDs=0 ; F' lc r=Bv+2Cai-f-Es=a,F' l =Dy-|-Eai-f2Fz=0, 
Quindi il discriminante è 
2A, B, D 

(4) B,2C, E =8ACF— 2AE* — 2FB* , 2BDE — 2CD*= — 2A. 

D, E, 2F 
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Lemmi III. Se la Funzione F(cc,y)=Atj' ■ Bai/i Dy-j-K^-j-F, 
mediante la sostituzione lineare 

(I) ®=* I Y+*,X+* J . y=/S,Y-j /a,X-} 

si trasforma nella 


F,(X,Y)=A'Y , -j-B'XY-]-C'X J -(- D'Y-f E'X+F' , 

il discriminante di questa à eguale a quello della primitiva molti- 
plicato per il numero [(/i,*,)! , ovvero 



2A, B, D 


2A', B', D' 

(2) 

B,2C, E 
1), E,2F 

= M- 

B',2C', E' 
D', E',2F' 


ossia A. 


Avendo per brevità posto 

SA^+B-a, =A,, B^-fSC*, =B,, Dp.-j E.*, =C, 

SA^+IU, =A j , B./J.+SC-a, =B,, D0,-f E», =C, 

2A./3 j -]-B.« 3 -{-0 =Aj, B./3 3 aC.aj-J-E — Bj, D/ìj-j-Eoj { 2F=C 3 

i coefficienti della trasformala si possono scrivere 

2A'=A,.p,-; B,.»,, B'=A,^ l +B lJ(l =A r A,4-B 1 a., 

2C'=A,./3 t -| IL*. D'=A r ^ f B J .« l ^A 1 .p,-(-B t .« 3 +C | 

2F'=A } ./3 3 -i |-C | .E'=.A J p,fB^=A r A > -|-B 1 « J 4-C, 

c quindi il suo discriminante è 


'V^i - HV a i' A A+B t .« t , A^-J-Bjfltj-pC, 

Arft+BA* AÀ+V,. AA+BA+C, , , • 

A J .0 1 -; B 3 .a, , A^-j-Bj^, Ajì 3 -\ B 3 a 3 -f-C 3 

il quale per la moltiplicazione dei determinanti (Algebra) eguaglia 
il prodotto dei due fattori 

G uomini A rutili iti 
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A| > ®, , C, 

1 

Pi. - 0 

A„ B,. C, 

X 

lì,. » 

A3, B 3 , C 3 


0j. a s< 1 


Ma poiché si ha similmente 

*A./3,+B« t , B/ìj-f-ZC*,, Dfy-j-Eas, 2A, B, D /3,,*,,0 

2A./3 i -j-Ba ì , B^-J-aC*,, D/3.+E*, = B,2C, E X P,,*,,0 

2A.^-)-B«3+D, B/Jj+aC^-J-E.D/ìj+Eaj f2F D, E,2F ^,*,,1 

A* . 0 

ed essendo 0,. a,, 0 =(0^), 

*»• * 3 ' 1 

si giunge immediatamente colla sostituzione alla equazione (2). 

2V B' I 

Corollario I. La espressione M'= jj,’ ^ si deduce da 

M= j 2® | per la relazione (3) M'=! M , la quale si 

può stabilire con un processo analitico identico al precedente. 
Corollario II. Dalle espressioni di A', B', C' mediante A, B, C, 

A — APjf-f-B^pj-f-C»,* , B'=2A/5 i p 1 +B H-2Ca t «,, 

si traggono per A, B, C, i valori: 

(4) A (^AV-B’*,*^’, 

B(P, «*)’=— I 2C’a 1 /S 1 , 

Corollario III. Se la sostituzione lineare (1), si identifica con 
quella per cui da un sistema d' assi obliquangoli si passa ad altro 
parimente obliquangolo (n.° 22), e perciò se si ha sen(5 — /■>): sen 9, 

a== seri (9 — a): jen 9, *,=<», £,= s«n ft: sen 9, |3 4 = seri a: seri 9, =b, 
moltiplicando la seconda delle (4) per — cos 9, e quindi membro a 
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membro addizionandole, si deduce: 

[ A -j-C — B cosfl J (p,*,)' =\' £ cos 9 ]— 

B' [ co» 5 Jrj-C' ^« t , +p, , -f-2a,/ì 1 cos9 j • 

12 siccome (p 1 a,)*= * wi cos 9 =1 . 

S 6 U q 


*,*+P**+**A eos 9=1. ( a i a »+P,A ,)— cos 9= cos (/5— a), 

essa diviene 


(5) 


A-'-C — Bcos9 i 
seti' 3 


A' i C 1 — 1 1' cos 0 1 
seri i 0 


in cui (i — a= 0 . 


Inoltre in questo caso le (2) e (3) sono 


( 6 ) 


A' _ A . M 1 _ M 
scn’0 sen*9 sen’0 se/i’[ 


Centro. 


46. Condotta t ma secante /a quale tagli in a, e in a 2 tma linea 
di secondo ordine il segmento a l a 2 compreso fra questi due punti 
d’ intersezione nominasi corda. Centro poi della linea é quel punto 
in cui ogni corda per esso condotta è bisecata. 

Teorema. Afpnchi l’origine delle coordinate sia centro della li- 
nea F{a;, y)=0 è necessario e sufficiente che abbiano luogo le condi- 
zioni (1) D=0 E=0. 

Infatti la corda x=mt>,y=n? (in cui m, n, sono numeri qua- 
lunque) è bisecata nell’ origine se i due raggi vettori dati dall'equa- 
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zione (5) n.» 44 sono eguali e di segno contrario, qualunque siano 
m ed n e perciò se D=0 ed E=0. 

Problema. Delerminart le coordinate del centro della linea di 
secondo ordine Fico, t/)=0. 

Trasportando gli assi parallelamente a se stessi, si possono de- 
terminare lo coordinate arbitrarie della nuova origine (a, 6) per modo 
che nella equazione trasformala n.° 44, siano soddisfatte le condizioni (I) 
per cui la nuova origine coincide col centro. Laonde risolvendo per a, 
e per b le equazioni lineari: 2A6-f-Ba-;D=0, B6-j~2Ca-}-E=0, 
si ottengono per le coordinate del centrarle espressioni: 

. BE — 2CD— MD— NB BD — 2AE N 

~ 4AC — B* — 2 AM a ~ 4AC — B* — M 

Corollario I. Ad M diverso da zero corrispondendo i generi, 
ellisse ed iperbola, ed avendo in questo caso per a e per b valori 
finiti , si deduce che queste curve hanno sempre un unico centro. 
Inoltre per le espressioni (2) resulta che l'equazione trasformata (6) 
del n.° 40 è riferita ad un sistema di assi la cui origine coincide 
col centro delle lince da essa rappresentate. 

Corollario II. Ad M=0, ed N diverso da zero corrispondendo 
la parabola , e per tali condizioni i valori di a e di 6 divenendo 
infiniti, resulta evidentemente esser questa curva priva di centro. 

Corollario III. Ad M=0, ed N— 0, P<cO corrispondendo due 
rette parallele, e in conseguenza i valori di 6 e di a divenendo 
indeterminati ma tali che hanno il rapporto costante ò:o=B:2A, 
resulta come tale sistema espresso dalle equazioni (8) n.° 40 ab- 
bia un numero indefinito di centri , però tutti situati su di una 
retta parallela ed equidistante con quelle del sistema. Quando questo 
si riduce ad una unica retta, essendo P=0, con cotesta coincide la 
linea dei centri, 

Corollario IV. Sostituendo ad a c b le espressioni (2) nella 
equazione trasformata (2) del n.° 44 c notando essere 
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F=liD6~|-Ea42F) ovvero F— — 

2 M 

si ottiene per equazione generale delle curve di secondo ordine 
dolale di centro , in questo essendo trasferita 1’ origine del nuovo 
sistema di assi paralleli ai primitivi , la 

(3) At/*-|-B®y ; -(V— ^ . 


Diametri. 

47. Diametro di una linea di secondo ordine dicesi quella li- 
nea che biseca un sistema di corde parallele: queste poi sono chia- 
mate ordinate. 

Problema. Essendo F[x.y)=0 1 equazione generale delle linee 
di secondo ordine, ed (I) mi/— n®-}-/ quella di una retta data, 
determinare l’ equazione del diametro relativo ad un sistema di 
corde ad essa parallele. 

Rappresentando con ( x , y) le coordinate di un punto qualun- 
que M del diametro, è evidente che se in questo punto si tra- 
sporta l’origine di un sistema d'assi coordinati paralleli ai primi- 
tivi, e se per tale origine si conduce la corda y—n ? , x—m? paral- 
lela alla ( 4 ), questa vi è bisecata. Laonde, poiché la (4) n.° 44 
deve dare per p due valori eguali e di segno contrario, fra le x, y 
ha luogo la relazione 

(2) n ( 2 A . y — j— Bac— }— D ) L m(By-)-2Ca!-J-E)=nF' v -)-mF' l =0 ovvero 

(3) t/(2 An-j-Bm)-j-ir(Bn -j - 2Cm}-j-(Dn \ Em)=0 
la quale è l'equazione cercata. 

Corollario J. La (2) essendo di primo grado in x, y esprime 
una retta che passa sempre per il punto d’intersezione delle 

• 2At/-|-Bflo-j-D=F' s p=0 Bj/+2C<H-E=F.=0, 
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(che sono diametri i quali respetlivamcnlc corrispondono alle corde 
parallele all'asse delle y, e a quello delle x ) che è il centro della 
linea. Quindi per le curve di secondo ordine dotate di centro, ogni 
diametro passa per esso. 

Corollario II. Le rette espresse da F'„=0 , F' x =0 , per 
M=0 , sono parallele poiché, per B=2\/AC, le loro equazioni di- 
vengono 

F' =ìy/\(y v/A ; oyc) d=o. F r =2v^(yVA+ayc) ! E=0; 

ad esse è pure parallelo il diametro qualunque (2), la cui equa- 
zione in questo caso è 

ì(y\/\.-{ oVC ^nv^A-} m\/C^ D n-j-Em ^=0. 

Pertanto tutti i diametri di una parabola sono paralleli. 

Corollario III. Indicando con f> l'angolo che il diametro (3) 
fa colle sue ordinate o con la retta my — nx=0, e con 6 l' angolo del 

sistema d’assi coordinati, posto _ n -— a , si ottiene 

m 


( 4 ) 


__ 2(Ao'+Ba+C) seri 6 

ang p ~. B(1 — a*)- r 2n(A — C) — 2(C — Ao 1 ) co* $ 


. e per 6=90" 

(5) iamj P 


2(Ao*-)-Bo-)-C) 
B(1 — o*)-j-2o(A— C) 


48. fìiconsi Assi di una linea di secondo ordine quei diametri 
che sono perpendicolari alle loro ordinale. 

Problema. Essendo F{®, y)=0 l' equazione generale delle linee 
di secondo ordine determinare le equazioni dei loro assi. 

Per definizione dovendo essere ?>=90", la quantità a deve sod- 
disfare all'equazione: , 
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«*(2A cos 6 — B ; -, 2a(A— C)+(B— 2C cos 8)=0; 
cosicché avendo posto 
(<) A-j-C — cos 8=i, 

essa ha per valori le espressioni : 

_ (C— A)zfcyi l — M Ui?f 

' ' 2A cos 8 — B 

Gli assi vengono adunque rappresentati da 

(3) (2A cose— B)F' X + [ ' C— A)d=y/f —\ M sen f J . F'y=0 , 
ovvero se 8=90* da 

(4) B . F'„ — ^ (C-A)~y/-(À=CrT*' ] • F,1, =° • 

La quantità ^ — M sen 3 8=(A — C}*-j-(B 2A cos8 ) B 2C cos8 ) 
essendo positiva per 8=0, a cui corrisponde il massimo valore di 
cos 8, rimane sempre positiva per qualunque valore di 8 - d> guisa 
che i due valori di a sono sempre reali. 

Corollario I. Sia M diverso da zero, e siano a,, a, i due va- 
lori (2), le equazioni delle corde condotte per I origine respettiva- 
mente parallele ai due assi sono: y — a ( x=0, y — a 1 %=0. 

E siccome la quantità, 1 -j-(a,-f-o t ) cos per le espressioni 

(2) identicamente si annulla, tali corde e per conseguenza gli assi che 
ad esse corrispondono sodo respettivamente perpendicolari. Quindi 
le curve di secondo ordine dolale di centro ammettono due assi che 
in questo si tagliano ad angolo retto. 

Corollario II. Sia M=0 , le (3) allora si trasformano nelle 

2(yv'A-h»Vc) (Vc“-|-av'A )+(E+aD )=0; 
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in cui, per le (2), o prende successivamente i valori 

VC_ v'A — \/C cos 0 _ 

y/ \ sjk cos fj — y/C 

E quindi per essersi hanno le equazioni: 

2v / A(i/v / A+a? v /C) -f (Ey/A— D^C) : 0=0 

(5) — 25(V / A cos 0 — \/C) ( yv A-j- aVC)-f- 

^ t/A ( E cos fl — D )-{-V'C( D ccs 0 — E ) ^=0 : 

la prima delle quali avendo la quantità indipendente da x e da y 
infinita, » perciò non potendo esser soddisfatta da valori finiti di a> 
e di y nulla esprime; perciò la parabola ammette un unico asse 
dato dall’equazione (5). 


Diametri ronjii-aU, 

49. Diconsi Coniugati due diametri di una linea di secondo 
ordine dotata di centro di cui ciascuno biseca un sistema di corde 
parallele all'altro. 

Teobema I. Se due diametri di una linea di secondo ordine 
sono tali che uno di essi bisseca tutte le corde parallele all'altro, 
reciprocamente f altro biseca tutte le corde parallele al primo , e 
quindi sono conjugali. 

L'equazione del diametro che biseca le corde parallele alla 
retta y — ax=0 è 

y(2Ao+B)+®(Ba-i-2C)+(Da+E)=0 ; 
e quello relativo alla retta y — a'x=0 

y(2Ao'-|- B)- !-®(Ba'-|-2C}+(Da'-t-E)=0 . 
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La condizione affinchè il primo diametro sia parallelo alle or- 
dinate del secondo essendo 

(1) 2Aaa'-|-B(a-j-a') , 2C— 0 

e questa rimanendo inalterata permutandovi a in a! apparisce evi- 
dente come essa sia pure la condizione per cui il secondo diame- 
tro resulta parallelo alle ordinate del primo. 

Corollario I. Gli assi delle curve di secondo ordine dotate di 
centro sono diametri conjugati ad angolo retto. Infatti gli assi essendo 
dati dalla (3) n.° 48, la relazione (1) per le 

o4-o'==~i C '^^-; cos & 

2A cosfl — B' 2 A cos & — B 

identicamente si annulla. 

Teorema II. Se nell'equazione generale di una linea di secondo 
ordine il coefficiente del termine in xy è nullo, gli assi coordinati sono 
respetlivamenle paralleli a due diametri conjugati. 

Infatti il diametro che biseca corde parallele all’asse delle 
w, y=0, essendo dato da 2C®-|-E=0 resulta parallelo all’asse 
delle y ed il diametro le cui ordinale sono parallele all’asse delle 
y, ud= 0 , avendo per equazione 2At/-j-D=0 6 parallelo all'asse 
delle x. Per conseguenza in questo caso gli assi coordinati sono, 
paralleli ai due diametri conjugati. 

Corollario. L'equazione trasformata (6) del n.° 40 

A¥ 4 Ix Hh° - 

che rappresenta curva di secondo ordine dotate di centro ò riferita 
a due diametri conjugati. 

50* Problema I. Essendo 


(») . A/ ;-B.n/-(-Cm , =^ 

Gxmt'rin Annhhta 


ti 
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{equazione generale delle linee di secondo ordine dolale di centro 
riferite ad un sistema di assi che in questo hanno l'origine e^che 
formano un angolo 8, trasformarla in altra riferita a due diametri 
conjugaii qualunque. 

Posto /=AA' — BA-j-C , si assumano per nuovi assi le rette 
Y=0, X=0 definite dalle equazioni: 

m fy=( c-?A )y+ax , /*=( aa— |)y_x 

o dalle equazioni 

(3) Y=y+A*=0 , X=(aa — ?) y — ( C- ® A )®=0 

le quali poiché i loro coefficienti soddisfanno alla relazione (1) 
n 0 19, esprimono due diametri coniugati. 

Eliminando dalla (1) le a-, y mediante la sostituzione (2) si 
ottiene per la trasformala richiesta l’equazione : 

w ^+7 x ‘-r=°- 

Corollario I. Denotando con @ 1’ angolo dei diametri conju-r 
gali (3), per esso abbiamo la: 


(5) tang 0= 


— f sen 8 


A’ ^2.— A cos fl)+A (A— C)-f cosi— 


ovvero 


(6) A* jj|sen0 — Aien(© — 0)j -(-A j^(A — C) sen Q — Bsenflcos qJ 

-f [cstn (0-|-fl)— ?sei»ej=0; 


per mezzo della quale si può esprimere A ed f per l’augolo 0 . 
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Risoluta la (6) per A, avendo A [ C — Bcosfl=<f, e posto 

(7) R— V sen *0 . i f* — M len *0 , 


si ha 

(8) A, 

E dalla identità 

si trae 

, m , I ( r*«»e(M-2AJ)=t=2ART 

[! ' 4 A ' 


B sen 5 co* 0— ( A — C) sen 0±;R 
lì sen 0 — 2A sen (0 — J) 


'=>b-ìJ+^ 

( fs etiQi'M— 2A<f)=tr2AR l» \ 

i l_Bsen0 — £Asen(0 — 5JJ ‘ j ‘ 


Corollario II. Dalle formule precedenti rimane risoluto il 
problema : inferire tma curva di secondo ordine espressa dalla (I ) 
a due diametri eonjugati che formano fra loro un angolo dato 8. 
Però a compiere la soluzione conviene discutere i valori di A 
dati dalla (8). 

I.° Sia M>0, la condizione necessaria e sufficiente affinchè 
questi siano reali b 


(10) 


sen 0 



— V M : sen * $ 
> <f :sen’() 


quantità indipendente da 0, n 45, ( in essa i/ìd<.$ per essere 
<J* — M>0 ): quindi nell'ellisse il minimo angolo che due diametri 

eonjugati possono comprendere è 4*= arcosen =— sen 8 , ed il 

massimo è 1 80° — ^ , e per ambedue corrisponde un unico siste- 
ma di diametri eonjugati avendo per A e per f un solo valore. 

Per ogni valore di 0 che soddisfa alla (10) si ottengono per 
A due valori reali e diseguali, A, e A^ e siccome l'angolo p for- 



Si 

malo dai due diametri t/~j X t m=0 , y f A j o;=0 dolo da 
tanqp—. è in generale diverso da 0 , si deduce che nella 

o COS0 

ellisic esistono due sistemi differenti di diametri conjugali compren- 
denti ciascuno il medesimo angolo Q , purché questo sia compreso fra 
l’ angolo minimo ed il massimo (10), e non sia eguale a 90°. 

Infatti per 0=90° avendo anche <p=90° si ha che nella el- 
lisse evvi un solo sistema di diametri conjugali rettangolari , che 
corrispondono agli assi. 

2.° Sia M<0, la quantità R essendo sempre reale, ad ogni va- 
lore di 0 corrispondono due valori reali per A: per conseguenza 
nella iperbola esistono due sistemi di diametri conjugali compren- 
denti ciascuno il medesimo angolo 0 , purché questo non eguagli 0 
o 90° o 180.° 

Infatti per 0=0,= 180°, annullandosi f la sostituzione linea- 
re (2) più non sussiste: per 0=90°, avendo $>=90°, i due sistemi 
si riducono in un solo. 

Corollario III. Denotando con ztdb * , rto,* i quadrati delle 
lunghezze dei semi-diametri conjugati , reali od immaginari , lun- 
ghezze comprese fra il centro della linea ed uno dei punti di in- 
tersezione, reali od immaginari, in cui da ciascuno di essi è seca- 
ta, avremo 


(") 




E per il Lemma III. n.° 45* hanno luogo le relazioni 
_ Mf 4 M ! 

=fca*X =± =VXsf» ! 0 Asen ’fl ’ =tzo ( 5 X ddb' X sen’0 A’sen’ft 

donde immediatamente si traggono le. 


l ' ‘ jr ’ 1 x±6 > Xsen 6 — m j — m nsr«8 
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in cai nei secondi membri sonovi quantità costanti od indipen- 
denti da © e 6. Notando come per la ellisse le dt=a* , —h* deb- 
bono essere ambedue positive, e per la iperbola devono avere 
segno contrario le (\ì) esprimono i seguenti Teoremi. 

I* N ella Ellisse la somma dei quadrati dei due semi-diametri 
conjugati , e i area del parallelogrammo su di essi costruito sono 
costanti. 

II.' Nella Iperbola la differenza dei quadrati dei due semi-dia- 
metri conjugati e l'area del parallelogrammo su di essi costruito 
tono costanti. 

Corollario IV. Sia a t =b t , le (12) divengono 



rn^sen’©- 


i A s sen * 0 
M J 


Per la ellisse da queste si deduce sen'©=^-^i, a 

o M 1 

laonde questa curva ammette un sistema di due diametri conjugati 
eguali che chiudono f angolo, minimo ed è rappresentata dalla 
equazione 


(13) 


„__2M 

• M* 


Se per ogni sistema di diametri conjugati si ha ©=90* , e per 
la (5) sussiste la equazione 

A* ^-5 — Acosfjj -j-A C cosò — y) = ° 


qualunque sia A, e perciò le condizioni 

(U) A=C, B=2A cos 6 , 

le quantità S ed M divengono d=2Asen , d, M=4A ’sen’fl e perciò 
la (7) è identicamente soddisfatta. Laonde in questo caso la tl- 
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liste si trasforma nella cireonfertnsa ili m circolo arcale per rag- 
gio la quantità . / 4 

V4A j *nv 

Per la iperbola, dovendo annullarsi la prima delle (12) in cui 
non entra l’angolo 6 si deduce che essa in generale non ammette 
alcun sistema di diametri ccmjugati eguali. Se però sussiste la con- 
dizione (15)<J=0, allora essendo o,=&, qualunque sia 0, la iper- 
bola particolare che ne deriva nominala equilatera gode della pro- 
prietà d'avere lutti i sistemi di diametri conjugati eguali ed è rap- 
presentala dall’ equazione. 

yl yi 2AsenJ 

V'— M’Xsen© 

51.* Problema. Essendo 


F(cB,y)=Ay*-(-B coy 


i equazione delle linee di secondo ordine riferite a due diametri che' 
etmprendono un angolo (j , trasformarla assumendo per nuovi assi 
coordinati gli assi della cuna. 

Avendo 0—90° si hanno per A i due valori A, , à } : 

>r _(C — A)±\/cP — Msen 9 0 
B — 2 A costì ’ 

e quindi indicando con R, la quantità — Msen’fl i nuovi assi- 
sono rappresentati dalle equazioni: 


(1) Y=y+ fe~ A H- R « J(fc= o, X=:»-f (C ~ A . )~ R < x= 0 
' 3 ' B — 2 A cosò ’ ^HB— 2 A cosò 


in quantochè , n* 50, ciascuna delle radici A,, A s , corrisponde ad 
»po degli asai e lo determina. Denotando con a, e b i due semi- 
assi, l’equazione trasformata ha la forma: 
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*7 


=fc*Y*±J t X'=H 

b a 

in cui per la ellisse si devono prendere i termini posili vi, e per la 
iperbola uno positivo, l'altro negativo. A determinare a c 6 si ado- 
perano le relazioni del n.° 43 

=t=a’*=b'= iA f, ^ : 

M* M* 

donde si deducono 



in cui R, ha il segno medesimo di cui è affetto nell' equazione 
dell’asse corrispondente. 

Corollario I. Se il primitivo sistema di assi coordinati è or* 
logonale, $=90° le precedenti espressioni divengono piti semplici, 
riducendosi alle: 

[ Y=,j { (C-A)+t/TC-A) a +B» fT .„ 0 

(4) ] ^ 

\ 1 B 

[ (A-rC)+\/(C-A)*-fB*] . 

Designato con et, l'angolo che l’asse Y=0 forma col primitivo asse 
poordinato delle or, per le (4) si hanno 

to> ^. ^H^( £=*£jbg t 

fi 
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tang (90°-j-«;= — 


1 

tang a 


e quindi 


(C — A) — \/{C — Aj’-B* 
B 


( 6 ) 


tang 



B 

—A ' 


Corollario II. Però quando 00°, si può direttamente per- 
venire all’equazione (2) adoperando le formule (3) del n.° 21 sta- 
bilite per cambiare un sistema ortogonale d'assi coordinati, in altro 
pure ortogonale, c determinando a. in modo che la equazione tra- 
sformata non contenga il termine in XY. 

Tangente. 

52. Una secante la quale tagliando una linea di secondo ordine 
nei due punti o,, a., ruota intorno ad imo di essi a, per modo 
che V altro a i di continuo al primo si avvicina prende il nome di 
tangente allorché i due punti a f ed a t insieme coincidono. L'unico 
punto cui la tangente ha comune colla curva dicesi punto di tange- 
nza, o di contatto. 

Problema 1. Essendo 

F(as, y)— Ay*-[-Bry-i- Oc’ ! Dy-|-E:r-j-F— 0 

/’ equazione generale delle linee di secondo ordine , ed M (co^yj un 
punto qualunque su di esse, determinare l’ equazione della tangente a 
tali linee che abbia per punto di contatto M. 

Prendendo la sostituzione lineare, 

(1) cc=X-|-£r 0 , y— Y-fy, ; ovvero X— u— , Y=y— y 0 , 

per cui si passa ad assi paralleli ai primitivi aventi l' origine in M, 
l’equazione F(aj,y)=0 diviene: 

(2) F(X, Y)=AY*-f BX Y -[-CX*-j-F ^ . Y-j-F^ . X=0, 
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La secante condotta per la nuova origine M e definita dalle 
equazioni Y =np , X=mp taglia la curva in due punti a, ed a 1 
i cui raggi vettori sono: 


p— 0, p(An s -)-Bmii -Cm’) n . ¥'... - r mF' =0. 

i/o 0 


Essa diviene tangente in M, se ambo i raggi vettori si annullano 

e perciò se n:m soddisfa alla condizione: nF'„ -1-mF' =0. 

V ® o 

Eliminando n ed m fra questa e le equazioni della retta, si ot- 
tiene a rappresanlarc la tangente riferita ai nuovi assi: 


Y. F'„ XF* 


-0 ; 


e per le (1) riferendola al primitivo sistema la equazione: 


(3) (j/— !/,)F'„J-(®— (r).F' =0. 

Corollario. 11 diametro che biseca un sistema di corde paral- 
lele alla tangente (3) è espresso dalla equazione : 


(4) 


F' F' F' 

V *» 



ed il suo conjugato dalla: 


(5). M [ y . ¥’ % H [M(Dy ( -fEavf *F)+2 a]=0. * 

E siccome resulta parallelo alla tangente si ba il 

Teorema: In una linea di secondo ordine dotala di centro, una 
tangente nella estremità di un diametro è parallela al diametro con 
questo conjugato. 

Problema II* Determinare le equazioni della tangente condotta 
alle linee di secondo ordine espresse dalla equazione generale 
¥{x, y)=0 , per un dato punto M(» r y 0 ) ad esse esterno. 

Ponendo in M l’origine di un sistema di assi paralleli ai pri- 
mitivi, e conducendo per esso una secante qualunque : Y=nf ) , X=mp, 

Gtomtlria Anali tifa 11 



flO 

i raggi vellori dei punti ove questa taglia ia curva sono dati da 

p*(Aii* • j -fF(oa 0 , y o )=0. 

Pertanto la condizione necessaria e sufficiente affinché la secante 
divenga tangente s’ identifica con quella per cui l'ultima equazione 
ha radici eguali : quindi è 

"'[O" ».)-*' ]+ ! ™[ r ». F «.- !BF( H 

+mS [( F ^>- 4CF H= 0> 

da cui eliminando m ed n, e ritornando al primitivo sistema di assi, 
si ottiene la equazione 

<»-’•>’[( r J-‘ A 'M+ *<»-««— i \ e». 

-2BF(^,,)]+( a ^j‘[(F^y-iCFK, V ,)]=0 l 

ovvero la 

( 6 )[&— VtW'y “l“(® -Xt| ) F 'a! 0 ] — * F (® r yo)x[A(»— !/,)*-i-B{®— w t )(y— 

H-C(®— * 0 ) 5 1=0, 

la quale, essendo di secondo grado ed omogenea in x ed in y, rap- 
presenta le due tangenti condotte per M. 

Notando essere 

la (6) può anche scriversi 
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( 7 ) i E V - ? 'i\ — iI, ><rV,)X F >.^=0. 

Problema III.* Determinare la condizione necessaria e sufficiente 
affinchè la retta espressa dalla equazione : ly-\-mx --n=0 sia tan- 
gente ad una linea di secondo ordine significala dalla equazione 
generale F(x,y)=0 . 

Eliminando y fra le equazioni della retta e della linea, si ot- 
tiene una equazione di secondo ordine in oc 

x\\ m * — Timi ]-CI*)-[-*(2Amn — Tini — Dm/- r E(*)-)-(An J — Dn/ Fi*)=0 

le cui radici sono le ascisse dei punti d'intersezione della retta con 
la curva E dovendo quella essere tangente , conviene ebe tale 
equazione abbia le sue radici eguali, ovvero 

(2Amn — B/d — Dwil— (— El*j*= I (Am*— Bmi+Ci*) (Ai»*— DnJ-|-Fi’) 

Sviluppando ed ordinando, tolto il fattore comune f s , la condizione 
cercala è 

(8) I*(4CF — EP)-f-m*(4AF — D*)-f-n’(4AC — B*) 

2n»<BD— ?.\lì ! 2n/(BE— 2CD)-j-2m/;DE— 2BF)=0. 

Corollario I* Indicando con P il discriminante ( n.° 45* ) 
della F (x,g) e con P a , ^ uno qualunque dei determinanti minori 
dedotti da P sopprimendovi la linea designata dal primo indice a, 
e la colonna designata dal secondo /3, e affetto del segno -j- se 
ambo gli indici sono insieme numeri pari o dispari, dal segno — 
se uno è pari e l’altro è dispari, la (8) può anche scriversi 

( 9 ) ?P | ,,-ì-m , P J , i -f-n , P J , 3 -f-2miiP !>3 -[- SnlP^-f 2mIP 1 . i =0, 
essendo 
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Corollario II.* Le condizioni necessarie e sufficienti affinchè gli 
assi coordinati y=Q,x=0 siano tangenti alla curva Fj'a?,;/)=0 sono 

(IO) iCF — E*=0 t 4AF — D’=0 . 

Corollario III* Mediante la { 8 } si potrebbero determinare le 
equazioni delle tangenti condotte da un punto dato , o parallela- 
mente ad una data retta. 

35.* Problema IV. Essendo 

[\) ?[x,ìj)=(y\/\-[-x</Cf D ij r E.r v F =0 , 

1 equazione generale della parabola riferita ad un sistema di assi 
che comprendono un angolo 9, trasformarla in altra assumendo per 
nuovi assi coordinali una tangente alla curva ed il diametro con- 
dotto per il suo punto di tangenza. 

Avendo identicamente . 

¥{xjj)=(yy/A- f^VC+Aj-j- jj/(D— 2A^À)+a\E— 2A v'Cj+F— . A* j 

si prendano per nuovi assi Y= 0 , X =0 le ielle definite dalle 
equazioni 

(2) Yv/A , =VV / A-f®V / C+ A ; XE — !/(D— 2At/A)+a:fE— 2A\/c)-fF— A* 

delle quali la seconda rappresenta la tangente alla curva, mentre 
la prima è il diametro che passa per il punto di contatto. L'equa- 
zione trasformala essendo : A'Y’-(-E'X=0 , indicalo con 0 1’ angolo- 
dei nuovi assi a determinare A' ed E', si hanno le relazioni, 

A' _ J A ' E *_A 

scn ! 0 sen’fl sen'Q sen'ù 


per le quali essa diviene 
,f scirp) 


sen'9 


«’+y'f*-*- 
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(3) 


Y’+ 


sen’fl 

se»*© 



in cui il segno s/ deve essere sempre afTello del segno -j— 

Corollario I. Dalle equazioni (2) si trae per tanrj 0 la espres- 
sione 


( 4 ) 


lang 0= 


(Dv/C — E \/ A) sen 5 


[(Dv/A+EVC)— (D V / C-|-Ev'A) 



e inversamente per la indeterminata A, la 

(5) A= g ( j' S g n Q [VA senQ — E sen{0— 5^-rVC sen 0 

— D sen (0-p5) ^ j. 


Corollario II. Il coefficiente della X nella equazione (3) no- 
minasi parametro della parabola corrispondente al diametro Y=0. 
Questo designato con p v ha per valore 


( 6 ) 


/>, sen 3 e= 


,_ V9r 


sen ’(J 


(S: seti ’é)* 


in cui la quantità che compone il secondo membro ò indipendente 
da $ e da 0. 

Laonde si può stabilire il seguente Teorema. Nella parabola il 
parametro relativo ad un diametro qualunque moltiplicato per il qua- 
dralo del seno dell'angolo che forma colle sue ordinate è costante. 

Corollario III. Nominasi vertice della parabola il punto in cui 
questa è intersecata dall ' asse. Premesso ciò , si determini l’ cqua- 
zinne della parabola data dalla (I) riferendola all’ asse ed alla ta fig- 
gente al vertice. 
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Essendo la tangente parallela alle ordinate del diametro che 
passa per il suo punto di tangenza si ha in questo caso 0=90° ; 
ed in conseguenza 

(7) A=Jj[yA(D— E «»*)+■ v^E— D cos 6)] 



Inoltre se il primitivo sistema di assi è ortogonale 9=00°, le 
precedenti equazioni si rendono più semplici divenendo, 


( 9 ) 


Dv'A-fv'C 

’ 2(A- L C) ■ 


(IO) 



0 , in cni la quantità 



è nominata il parametro principale della parabola. 

Corollario IV. Nel caso in cni 9=0=90*, si può pervenire 
alla trasformata (IO), I* passando da un sistema di assi ortogonali 
ad altro pure ortogonale mediante le formule di trasformazione 
e determinando et in guisa che nella trasformata siano eliminali i ter- 
mini in X* ed XY ; 2.° trasportando gli assi parallelamente a se 
stessi e determinando le a, e 6 cosi da annullare nell'ottenuta equa- 
zione il termine in Y e quello indipendente dalle variabili. 

51 . La retta che è perpendicolare alla tangente condotta ad una 
curva nel punto di tangenza nominasi normale. 

Problema. Essendo T(x,y)=0 l et piazione generale delle linee 
di secondo ordine, designalo con 9 l' angolo degli assi , determinare 
V equazione della normale condotta nel punto (® 0 . ty 0 ) situato sopra di 


Siccome la tangente nel punto (y 0 ,cc 0 ) ò rappresentata dalla equa- 
zione (</ — y,) . F'„ -H® — *<,) • F'a- =° > c la secante qualunque 

JQ **" 0 
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condotta dal medesimo punto da (y — t/ 0 )A— )— (co — ® 0 )fi=0 , la condi- 
zione affinchè queste due rette siano scambievolmente perpendicolari 
data dalla espressione 

A(F y — cos (D+MF^-F^ cos «)=0 , 

conduce immediatamente all' equazione della normale: 

(1) iìJ — J/o) (*V-F S , cot 6)-(x-« 0 ) (F y —F m cos fl)=0- 
Se gli assi primitivi sono ortogonali, 0=90°, questa si riduce 

( 2 ) (u — yJFg, — (® — a ’«) F y. =0 • 

0 *70 

Aljmplotl. 


55. Una secante, i cui punii d' intersezione con una linea di se- 
condo ordine, a, ed a t , sono ad una distanza maggiore di yualunque 
quantità assegnabile da un punto arbitrariamente preso su della se- 
cante medesima, nominasi asyroptoto della linea. 

Problema I. Data l' equazione generale delle linee di secondo 
ordine determinare quella dei loro asymptoti. 

Trasportando l'origine del primitivo sistema nel punto (® 0 ,yJ 
arbitrariamente preso nel piano, per una secante da questo condotta 
e per la curva abbiamo le equazioni 

X=mp , Y =np ; F(X-j-® 0 , Y+yJ=0 : 

e quindi i raggi vettori dei punti in cui esse si tagliano sono de- 
finiti dalla 

t /,)=0 . 

Però i valori di p dovendo essere infiniti affinchè la secante sia 
asymptoto della curva, è necessario e sufficiente che sussistano le 



06 

condizioni : 


An , -f-Bnm4-Cm , =0 , nF^ -f-mF' a . =0 

della quale la seconda, per essere il rapporto — determinato dall’al- 
tra, si scinde nelle due F =0, F =0 . 

'Jo x * 

Ed indicando per semplicità con N ed N, le quantità 2AE — BD ; 
BE — 2CD, l’equazione degli asymptoti ottenuta eliminando da tali 
condizioni ni, n, tr 0 , y g è: 

A(%— N,} , +B(M i/ — N,) (Mai-! N)-fC(M®+N) s =0 


ovvero 

2A(M./— N,)— {— B±V— M) (Ma>+N)=0 , 
e più semplicemente 

(1 ) V— M XF y =p(Mx+N;=0 , 

la quale evidentemente ha luogo solo per M<0. Laonde ne deriva 
i) seguente 

Teorema. Delle curve di secondo ordine la sola iperbola animelle 
due asymptoli che si tagliano nel centro della curva. 

Corollario I. Designando con u l’angolo compreso fra gli 
asymptoti per esso abbiamo 

(2) tang a— M M : e se J = 0, «=90*,- 

S 

donde il Teorema: Nell Iperbola equilatera gli asymptoli si tagliano 
ad angolo retto. Inoltre se rimanendo invariate le espressioni A, <f, 
si assume positiva M, ritenendo però lo stesso valore assoluto, il 
che equivale a considerare una ellisse, n.° 51*, costruita sui me- 
desimi assi della iperbola, l’ angolo degli asymptoti di questa egua- 
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glia l'angolo minimo v}/ compreso fra i due diametri conjugali eguali 
appartenenti all'altra (n.° 50*). 

Problema 11* Sia \tf~, Bacy l'equazione di una iper- 

Al 

boia riferita ad assi coordinati che comprendono l’angolo 6, trasfor- 
marla in altra riferita agli asymploti. 

Dovendo in questo caso l' equazione della curva ridursi alla 
AXY-|-fc s =0 ) per le relazioni del n. 45*, si hanno le 

— A* M A* A* A — A cos a S 

sen* u sen ! 0 sen’w sen’9 snr u sen-g 


e quindi 

( 3 ) 




=fc,\ (n* 51*). 


Corollario 1* Posto in (X 0 Y 0 ) l’origine di un nuovo sistema 
di assi paralleli agli asymptoti l'equazione della curva e di una 
secante qualunque sono : 

(X+X 0 ) (Y+Y 0 )=*,’, X=m f , \’=nf. 

Pertanto i raggi vettori dei punti in cui la interseca sono dati dalla: 

P' ■ mn+KmY t +«XJ+X.Y 0 -* 1 ’=° , 

ovvero da 


f An mJ ì\\n mj^mn 


mentre quelli in cui taglia gli asymptoti da 



6 tinti ria Analitica 


ir 
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cosicché la differenza dei raggi vettori relativi ad uno degli asym-r 
ptoti e ad uno dei rami della curva essendo espresso da 




//y. x,y,iv 

1 2 \n 


eguaglia in valore assoluto quella sussistente fra i raggi vettori re-: 
lativi all'altro asvmptolo ed al secondo ramo di curva, 


'•-HKHHVCH:)’ 


ih,' 


qualunque siano ni, n rd Y 0 , X 0 . Ed in pari modo si ha 

P.— 1 s ,=— (fi— 1 S.ì. ed (/>,—' S,) (J,—P t '—'P,—i ( S —Pi)=z}n=K'< 


nominando — b* il semi-diametro parallelo alla secante. Esso è la 
lunghezza compresa fra il centro della linea XY =k*. ed il punto 

ove è intersecata dalla retta Y=— X. 

m 

Da ciò deriva il Teorema. Se una secante qualunque taglia in 
due punii la ipcrbola i segmenti compresi fra la curva e gli asymplo- 
ti sono eguali ed il rettangolo costruito su due di tali segmenti rela- 
tivi al medesimo asymploto è costante per secanti parallele, ed egua- 
glia il quadrato del semi-diametro conjugato a quello atl esse relativo. 

Se la secante Y =np, X—mp diviene tangente, f l =p t , il seg- 
mento compreso fra i punti ove essa taglia gli asymploti egua- 
glia 26 , ed è bisecalo nel punto di tangenza , congiungendo poi 
questo col centro della curva si ottiene evidentemente (n* 52) il 
semi-diametro a' al precedente b’ conjugato. 

Per la condizione che in questo caso ha luogo, 
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esistendo due punti (X,Y 0 ) , (— Y r —X,) diametralmente opposti 
clie vi soddisfano le tangenti condotte alle due estremità di un me- 
desimo diametro a' sono parallele. Laonde si ottiene il Teorema : 
Oli usymptoli coincidono colle diagonali del parallelogrammo costrui- 
to su due diametri conjùgati qualunque. 

Polare- 


5G * Teorema I. Sia F(®, y)—0 t equazione generale di una li- 
nea di secondo ordine, se sopra ogni raggio vettore condotto da un 
punto fisso P(£B 0 , y 0 ) si determina un punto R per cui, denotando con 
R,. R, le intersezioni di PR colla curva, è soddisfatta la relazione 


0) 


2 __ 1 1 
PR PR^ 1 PII, 


il luogo geometrico dei punti R è una retta. 

Siano ir y le coordinale di R; il punto R, che divide PR nel 

RR . x y gy a 

rapporto qualunque p^ = f i e determinato da - ^ ^ ' 

Ma. dovendo R, giacere sulla curva, per determinare g, si ha 
l' equazione : 


***'(*'* ■**.,+*** 
+2K ) i-ft*F(a> t .j/ t )]=0, 


le cui radici corrispondono ai due punti R, , R, . Però la (t) tra- 
sformandosi nella 


, PR , PR PR. R.R PRj-r-R.R « , R.R , R,R 
ì= i%+VlC~. K + Plt, ' PR; 

.. RR, . RR, A 

ovvero nella — M — -’=0, 

Plt, ‘ PR, 
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è evidente come il luogo geometrico di R sia definito dalla epila- 
zione : 

(2) +xF +(Dfc+ F* 0 -|-2F)=0 , 

”o a7 o 

la quale essendo di primo grado in x ed y rappresenta una retta; 
Questa si nomina polare del punto P relativamente alla linea di 
secondo ordine e P dicesi suo polo. 

CoROLLABto. Se tulla polare di P (<e 0 , i/J si prende un punto 
qualunque 111(0!,, y t ) la polare di quoto deve passare per il punto P 
polo della prima. Infatti la (2) ordinata per x 0 y 0 , per tv=?a> t , y=y t , 
diviene: » 

y.F', -K1" +(D»,+E» I +2F>=0 1 

y» w t 

la quale esprime la condizione per cui il punto P(® 0 .y,) giace sulla 
polare di M. 

Problema. Data una retta ly-\-mx-' r n=0 determinare le coor- 
dinale del suo polo relativamente ad una linea di secondo ordine 
espressa dalla equazione generale F(a>, y)=0. 

Indicando con <r 0 t/, le coordinale del polo, l’equazione della 
retta data dovendo identificarsi colla (2), da le condizioni : 

y°(BI — 2Am) -j-® ( (2CI — Bm)-j-(EI — Dm)= 0, 

«/,(DI — 2Am)-(-» 0 (Ef — BmJ-j (2FI— Dm)=0 . 

Dalle quali eliminando si ottengono per * 0 , y 0 i valori 



BI— 2Am, Dm — E/ 


B I — 2Am, 2CI — Bm 

a? 0 = 




0 

DI — 2Am, Dm — 2FI 


DI— 2 Am, EI — Bm 


Dm — EI, 2C/ — Bm 


BI — 2 Am, 2CI — Bm 

\y»— 

Bm— 2F/, EI — Bm 


DI— 2 Am, EI— Bm 
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Teorema II. Le jtolari dei vari punti di una retta ly-\-m:r n=0 
sono rette che paisano tulle per un medesimo punto che è il suo 
polo. 

Sia xj/ 0 un punto qualunque della retta data: eliminando x t 
fra l'equazione della polare di questo (2) e la ty,+* na yr fl=0 . 
avremo : 

V, ["F^-rJ+fmlDy+EoH 2F)-«F'J=0, 

equazione che rappresenta una retta la cui posizione dipende da 
quella del punto oy/ 0 e che passa sempre per la intersezione delle • 
rette: 


mF'^ —lF' x =0, m(Dy-(-Ex ; 2F)— nF^O . 

Da queste si deducono di nuovo per x, y polo della retta data i 
valori (3). 

Corollario. Date due rette R ed S la polare del loro punto 
di intersezione deve necessariamente passare per i poli r ed s di 
ambedue le rette; ed inversamente la retta che congiunge due 
punti dati r ed s è la polare del punto d’intersezione delle loro 
polari R,S. 

Tkorbma III. Da un dato punto P tirate le due trasversali PR, 
PS, siano a ( a 5 , b,b, » punti in cui ciascuna di esse taglia una li- 
nea di secondo ordine, si congiungano questi due a due direttamen- 
te mediante le rette a,b, , a,b, , trasversalmente per le a,bj , a,b, : 
allora se c, è il punto d' intersezione delle prime, e c, quello delle 
altre , la retta c,c i è la polare di P. 

Infatti 1' equazione della linea di secondo ordine riferita alle 
rette PR, PS prese per assi coordinati delle x e delle y sia . 
Aiy*-|-Bxi/-j-Ca3 5 -|-Di/4-E®-^F=0 ; i segmenti Pa, , Pa, ; Pi», , Pi», 
che questa determina sovra di essi rappresentati con a , a’ ; 6, 6' 
sono le radici delle equazioni Ca»’ -j-E® f-F=0 , Ay s -]-Dy-)-F=:0. 
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Laonde abbiamo 

_1 1 li 1 1 __n 

a a F ' 6 6' F 

Ma le equazioni 

f’-i-tf— I— 0, —4- y — 1=0 

a b a~b' 

esprimono le relle 0,6, , a,6, e le 

— 1 = 0 , ® 4 ?— 1=0 
ab' ab 

le 0,6, , a,6, ; e per conseguenza 

K-fi-rW-W 

la reità c,e, la quale coincide colla polare di P origine delle 
coordinale. 

Corollario. Se le trasversali PR , PS divengono tangenti alia- 
li nea di secondo ordine , i punti c,, c, si confondono con i loro 
punti di tangenza ; di guisa che la polare di un punto P si confonde 
colla retta che congiunge i punti di tangenza ( reali od immagi- 
nari ) delle due tangenti ( reati od immaginarie ) condotte da P. 
Questo Teorema somministra il mezzo di costruire colla sola riga 
la polare di un punto P relativamente ad una curva di secondo 
ordine già descritta : e quindi di tracciare le due tangenti che pas- 
sano per P allorché questo giace esternamente alla curva. 

Teorema IV. Se per il punto P si conduce la trasversale qualunque 
PR che tagli una linea di secondo ordine in R, ed R, le tangenti 
a questa in R, ed R, si intersecano stdla polare di P. 

Infatti se ( Teorema III. ) ambedue i punti a, a, coincidono 
con R, e 6, 6, con R, la polare di P passa pel punto c, inter- 
sezione delle due tangenti. 
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57.* Dallo relazione clic definisce lo polare di P, 


±__ L+J sì 

PR - PR, r PR, 


trae-^=1-^' 


PR. 


Mi 

RR, 


la quale per R all' infinito od RR,=» diviene PR,=PR, e perciò 
il punto P biseca una corda qualunque condotta per esso. Dunque 
i / centro di una linea di secondo ordine può considerarsi come il 
polo di una retta all' infinito ; e le sue coordinate si ottengono dalle 
espressioni (3) in cui Z=»i=0. 


Se il punto P è ali' infinito, PR=», avendo 


RR, 


RR." 0, 


la polare ad esso corrispondente divide tutte le corde R, R ] che 
passano per P e perciò sono parallele in due segmenti eguali ed 
opposti in direzione. Laonde ogni diametro di una linea di secondo 
ordine può riguardarsi come la polare del punto all'infinito a cui 
convergono le corde parallele che esso biseca. Essendo Zi/-|-ma?-|-n=0 
l’equazione delle corde, ry-\-m’x-\-n'—0 quella di una retta che 
si considera aH’infìnilo per Z'=m'=0, dalla equazione generale della 
polare (2) posto x t ~(nl t ) : (Zm') , y t —{mn r ) : ( lm' ) ed l'~m'= 0, si 
deduce immediatamente quella del diametro. 

Se d punto P c sulla curva e coincide con R,, avendo 


— u ed RI1 | =RR 1 , deve R, coincidere con R,; per con- 
seguenza la tangente ad ima linea di secondo ordine può conside- 
rarsi come la polare del suo punto di tangenza. La sua equazione 
immediatamente si trae da quella della polare ponendovi F(£c # ,y 0 )=0. 


Trarre ruoli 


58* Teorema. Se per un punto qualunque P(a> 0 , y 0 ) si conducono 
due corde PR, PS che seghino la linea di secondo ordine espressa 
dalla equazione generale F (® , y )=0 respellivamente nei punti R, , 
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R j ; S,, S,, il rapporto dei rettangoli PR, . PR,: PS, . PS, è costante , 
qualunque sia la posizione di P, purché le direzioni delle trasversali 
rimangano invariate. 

Trasportando in P l’origine di un sistema di assi paralleli ai 
primitivi, 1’ equazioni della linea di secondo ordine e delle PR, e 
PS sono: AY , +BXY-|-CX*+D , Y+E'X-f F'=0, Y=nf, X=mf 
per PR, Y=n'p , \=m'f per PS; e quindi immediatamente si ot- 
tengono le relazioni 


pr,xpr,= 


F 

Ari* -Bmn- C m* ’ 


ps,xps,= 


An’ , -fBm'n'-fCm' , 


da cui 


PR. XPR, An’-j-BmV-fCm'’ 

PS, X PS, An’-^Bmn+Cm‘ 


la quale non contenendo a5„y 0 rimane invariata qualunque sia la 
posizione di P, purché però m , n , m! n', quantità da cui dipen- 
dono lo direzioni delle trasversali rimangano costanti. 

Cobollabio I. In simile modo si dimostra il Teorema. Se per 
due punti fissi P, P, si conducono due parallele qualunque PR , P,r , 
il rapporto dei rettangoli costruiti sui segmenti che su ciascuna di 
queste determina la linea di secondo ordine è costante, qualunque 
sia la direzione di tali trasversali. 

Infatti essendo (» r y # ) le coordinate di P, ed (®,,y,) quelle 
di P, , evidentemente si hanno 


pk vpr prxPr = ,y,) 

“ XPR i-À„'-FBmn+Cm* ' “ 11 An’-f Bmn+Cm* 


da cui 


PR.X p Rt— ’ EKv.) 

P i r tX* , i r , F (®r y.) 


quantità indipendente dal rapporto n: m o dalla direzione delle 
trasversali. 
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Corollario II. Se P, coincide col centro della curva , aven- 
do Pjf^Pjr,, la quantità P,r,X P,r, eguaglia il quadrato del semi- 
diametro parallelo a PR. Laonde il Teorema : 1 rettangoli costruiti 
sui segmenti di due corde che s intersecano sono proporzionali ai 
quadrati dei diametri ad esse paralleli. 

Corollario III. Sia I*R tangente alla curva, e perciò PR,=PR , 
la quantità PR,XPR, coincide col quadrato della tangente, lunghez- 
za compresa fra P ed il punto di tangenza R ; e siccome da P 
possono condursi due tangenti , estraendo le radici dai rapporti 
eguali, si deduce che due tangenti condotte da un punto qualunque 
sono proporzionali ai diametri a cui sono respettivamenle parallele. 

Corollario IV. Sia PP, un diametro, ed A, A, i punti in cui 
taglia la curva, PR, P,r siano trasversali parallele alle sue ordi- 

pn * p r « 

nate, avendo PR.=PR , P,r,=P,r , sarà * — = LI «d 

1 1 “ * ' AP.PA, AP, . P,A | 

in conseguenza: i quadrati delle ordinate di un diametro qualunque 
sono proporzionali ai rettangoli costruiti sui segmenti che esse, de- 
terminano sul diametro. 

Fanelli. 


59* Problema Essendo 

(1) F(®, y)—.\y'- r Bj;g-\-C a^-f-Dy -J-E® -j- F=0 

/’ equazione generale di una linea di secondo ordine , per un punto 
dato (<»,, y,) condotte le trasversali qualunque 

(2) (y— !/,)+«•,(*— (y— yiH-‘ r *(*-*i)=o 

determinare la relazione fra <r ( e s necessaria e sufficiente affinchè 
il polo di una di esse giaccia sull' altra ed inversamente. 

Avendo, n.° 56, 

, 3) ( y,(B— 2A<r,)-(-® # (2C--B . <r t ) -j- (E-Df,)=0 

ly«(D-i 2 A .v,-j- 2 A JC, rr, 12 |- By l +B* 1 .«-,}-f-'8F , Di/ 1 -j-D® 1 s , l )=0 

Crome ! ria A mi il ira 14 
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per il polo [xjg 0 ) della prima trasversale, e le (3') 

y,'(B-2A<r i )-i-®;(2C-B«- J )+iE-D<r,)=0 

y,'(D4-2Ay t +2A® l (r s )-j-® 0 '(E-fB!/ I +Bx 1 .<r 1 )+(2F-j-Dy l +D® 1 (r j )=a 

per quello (x t ' y' 0 ) dell’ altra, le condizioni a cui le arbitrarie a - , e tr t 
devono soddisfare si ottengono, eliminando a? 0 e y 0 fra l’equazioni (3) 
e la (y 0 — y 1 )+«' J (<r (J — a>,)=0 e parimente eliminando e y 0 ' fra le 
(3 1 ) e la (y,'— yj-j-tf,^,' — o> t )=0. Pertanto i valori di as 0 , y„ ri- 
cavali dalle (3) adoperando le notazioni del n.° 34 sono 


v — P . «— P . ^ . ‘ ^ 

* p »«— PaV-ft-K*,) i’ 3 /, ' 



tWi/i- f p^i . 
^ri-*.®iH-Pr.< r . ' 


per conseguenza una di tali condizioni è 


[1, P, 3 P, Z 


ip p 


1 P P 

’ ’ 3'»’ a*3 

(*) 0,4. y v 

-KvHJ • 

0,1, a?, 


0, 1, sr, 

y,, Pj-|, P,., 


!/|, P|-j. l'.-J 


®r P S J P.., 


a 

e questa essendo simmetrica relativamente a <r, , <r, coincide col- 
l'altra, le due condizioni ridicendosi in una sola. 

60.* Quel punto da cui condotte due trasversali qualunque ad 
angolo retto, il polo dell’ una relativamente alla curva (1), giace sul- 
i altra ed inversamente nominasi fuoco di tale curva. 

Problema. Determinare le coordinate dei fuochi appartenenti 
alla linea di secondo ordine F(®, y)=0, estendo 0 F angolo compresa 
dagli assi coordinati. 

La condizione affinchè le trasversali (3) n.* 59* siano scambie- 
volmente ortogonali, essendo 

l+^rK,) ros 0 +<r,<r =0, 

l’equazione risultante in a , ottenuta eliminando <r t fra questa o 
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la (4) dovendo essere verificaia qualunque f i< si scinde nelle due 
equazioni : 


1 p p 


IP p ! 

1 * 1 3’3' 1 J‘3 


I p p 

I I *3‘3’ 1 j’3 


4 P P 

r 3*3» r l’3 

o, i , y, 

— 

0,1 

, 

0,1 ì x i 

= 

0, 1 ,!/, 

y ■ > P3 T Pi-i 


®r P 3V P r. 


y,> P|-S' Pfi 


y v P 3 , 4 , Pj.j 


per cui si possono determinare .t, e y,. 

Sviluppando esse sono 

SPrs*. f (P.-.-P J=° 

— j/j * cos 0) — — 2P 3 ., cos 5) Pj.^-KP.-i P rc cus 6,=0 

e rappresentano due iperbole, le quali sono ambedue concentri- 
che colla data linea di secondo ordine. 

Se 0=90°, esse divengono 


|p *-3 x t'Ji P, j!/i P ri = 0’ 

che esprimono le due iperbole delle quali la prima è equilatera. 

Corollario I. Sia Pj. 3 >0, trasportando il sistema di assi coor- 
dinati parallelamente a se stessi al centro della curva, l’ equazio- 
ni (1) n* 59.*, e (2) si riducono nelle 


Ay , -|-Ba•y-j-Ca: , — — ; a* y, 


4A(A — C) 
M* 


2 AB 


Da queste si deducono per ac, ed y, le coppie di valori 
(3) ' ^( A -c) * v/(A=q s TB r , 

A— C) =p V'A— C)’+B* 
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di cui due sono sempre reali e le altre due sempre immaginarie. 
Inoltre i punti che ad esse corrispondono dclerminano le rette 

B*-|-[ R— (A— C ) ]a>=0 , By-[R,-t-( A-C ) ]*=o 

che coincidono cogli assi della curva. Laonde può enunciarsi il 
Teorema. Le linee di secondo ordine dotate di centro hanno 
sempre due fuochi che giacciono sopra uno degli assi della curva. 

Corollario li. Sia P 3 , 3 =0, trasportando il sistema delle coor- 
dinate al vertice della curva, c prendendo per uno dei nuovi assi , 
l'asse stesso della medesima, l’equazioni (1) n.° 59.* e (2) si tra- 
sformano nelle 

i ’+V£" x=l> ' ‘ x v / f“''-p =0ì - sx v / f # ' =i> ' 

Da queste si hanno i valori 

n < M 
i/,=°, jT 

che convengono ad un unico punto situato sull' asse delle x. 
Donde si può stabilire il 

Teorema. La parabola ha un solo fuoco posto sopra l'asse; e 
condotta per quello normalmente a questo ma corda , la sua lunghez- 
za eguaglia il parametro principale della curva. 

Corollario III. Per la ellisse c per la iperbola riferite agli 

ti* 

assi e al centro, e date per c±z’—\ , lo coordinato dei fuochi 

o u 

sono: per la ellisse , 

fr l =fci^/2(a , -6 , )(1=t=1), y 1 ==fc|y/-2(a«-6*)(<=p1) 
e per la iperbola 
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Quindi nella prima i due fuochi sono situati sull'asse maggiore, e 
nella altra sull'asse trasverso. 

CoaoLLABio IV. Congiungendo un punto qualunque della curva 
( ellisse o iperbola ) con ciascuno dei fuochi i raggi vettori che 
ne resultano nominati p v p t hanno per valore 

o * — ex 

#>,= — ^ — =« — e x, pt=a-\- ex, 

ricordando essere 

c'=a s 3=b i , —~e, 
a ’ 

il segno — riferendosi alla ellisse, il segno -f- alla iperbola. Laonde 
il fuoco è punto tale che congiunto con un punto cyualuncjue della curro, 
la espressione di ogni raggio vettore è razionale. 


Emersici!. 


L Trasformare le equazioni 

7y*— j— 5cD«/-J-a>*- J-3j/ — Gas — 3=0 , 2<f — 4®y'-aa> 5 -j-8y--|-t0® — 7=0 

al centro ( assi coordinati qualunque ). 

IL Determinare le equazioni dei diametri corrispondenti ai 
sistemi di corde 

iy — 3®-}- 1=0, x — 2y-j-5®=0, 2* — 3y — 3=0 

per le linee di secondo ordine date dalle equazioni 

3y’— |— Sa?*— (— y — 2® — 1 2=0 , ii/’-f - xij — 2®’-j-7x — 8=0 , 
2y'-{-ixy-\-2x'—y-\-3x f 1=0 , 

( assi coordinati qualunque )• 
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III. Determinare le equazioni degli assi per le linee di se- 
condo ordine 

y 1 — ìxy^-ix' — 4y-j-x — 1 =0 , </ — 2 xy—a? — ’ìy 2ar— )— 3=0, 
y' — Zxy-^-x'—lx — 3— 0, 

( assi coordinati ortogonali ). 

1Y. Avendo le linee di secondo ordine definite dalle equazioni 

2y' — xy-\-a?=\% 3y*— (— 2apy — 5aj s =23 

determinare le equazioni dei diametri respettivamenl ; conjugati a 
quelli dati dalle 

t/-p3®=0, 2 v — 7x=0, 4i/-f-5a>=0 
(assi coordinati ortogonali). 

V Avendo la linea 

**— 3xy -h/H 1 2=0, 

riferita ad un sistema da coordinate il cui angolo sia di 60* tras- 
formare la sua equazione prendendo per assi coordinati i suoi assi. 

VI. Da un punto dato P (x 0 , y t ) condurre due trasversali pa- 
rallele ad un sistema di diametri coniugati appartenenti alla linea 
di secondo ordine 

Ay’+Bxy -| -Cx'-j - Dy-f-Ex -|-F=0, 

( il sistema di assi coordinati essendo qualunque ). 

VJL Unito un punto qualunque M di una linea di secondo or- 
dine alle estremità di un diametro qualunque AA,, dimostrare che 
le Ire corde 4M, A,M ( corde supplementarie ) sono parallele ad un 
sisleQ* di diametri conjugati. 
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Vili, Dato un arco di ellisse o di qierbola determinare il sua 
centro. 

IX. Data una ellisse, determinare i suoi assi od un sistema di 
diametri conjugali che comprenda un angolo dato. 

X. Determinare in grandezza e direzione gli assi delle curve 
di secondo ordine le quali riferite ad assi ortogonali sono date 
dall' equazioni 

y' — 2acy— }— 3aj* — 2y — 6x-|-7=0, 4y' — 4xy-j-2x* — 8y — 2x-|-9=Q 
4y* — 4xy — 7x’ — 8i/-j-20as -)-28=0, 4y > — Sxy-j-Sx’ — 4y; 8x — 3=0 
4®' — S®)/-^®’ — lt/--6® — 4=0, 2y s — 3xy — 2x*-j-y-j- * — 1=0 

XI* Determinare il sistema di diametri conjugali eguali delle 
ellissi rappresentate dalle equazioni 9 

y % — 4xy-j-6x* — 2y-j-2® — 1 =0, 2 y' — 3xy -f 2az*-f-y — I =0 
( assi ortogonali ) 

3x , -f-4xy-j-5y* — 2® — 7y — 4=0, 1 4®’ — 4xy-j-1 ly* — 60=0 
(angolo degli assi =60"). 

XII. * Determinare il luogo geometrico di un punto da cui 
condotte le due tangenti ad una linea di secondo ordine espressa 
dalla sua equazione generale, queste si tagliano ad angolo retto. 

XIII. Trasformare l’ equazioni delle parabole, riferite ad assi' 
ortogonali, 

9y , -j-24®y-f-16®*-j-22y i- 40®-,- 9=0, iy* — Kxy-\-x ' — iy [~®-j-2=0 
al vertice ed all’asse. 

XIV. Trasformare agli asymploli le equazioni dello iperbole 

3y * — 4xy — x’— 2y f x — 1 =0, 5 xy — ®’-|-7y-|-® — 4=0 

( assi ortogonali ) 
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%*-j- 4-acy— {—!/*— |—3i/ — x -f-4=0, x t —2xy—y i —ix=:0 
(assi che comprendono un angolo di CO 0 ). 

XV. Descrivere la iperbola conoscendo gli asymploli ed un 
suo punto. 

XVI. Determinare l'equazione di una linea di secondo ordine 
che taglia sugli assi coordinati segmenti dati. 

XVII. * Dati quattro punti sovra una linea di secondo ordine, 
la polare di un punto qualunque passa per un punto fisso. 

XVIII.* Trovare il luogo geometrico del centro di una linea di 
secondo ordine- sottoposta a passare per quattro punti dati. 

XIX. Trovare l’equazione di una linea di secondo ordine che 
passa per cinque punti dati. 

XX. Trovare l'equazione di una linea di secondo ordine che 
è tangente ai due assi, passa per un punto dato ed in altro punto 
parimente dato ha il suo centro. 

XXI. Unito un punto qualunque M di una parabola colla 
estremità A di un diametro AB, e condotta parallelamente a que- 
sto la retta A,M , dimostrare che AM , A ( M sono parallele ad un. 
diametro e alla tangente parallela alle sue ordinale. 

XXII. Data una parabola , determinare il suo asse , il sua 
vertice, ed il suo parametro principale. 
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MONOGRAFIA DELLE LINEE DI SECONDO ORDINE. 


I. Clreonferen>n. 


61. Problema I. Determinare le condizioni necestarie e sufficienti 
affinchè la equazione generale 

(1) Ai/’-f-Bxi/ Cx’-j Dy-f~E x- rF=0 

rappresenti la circonferenza. 

Designando con (aj 3) le, coordinate del centro, con r il rag- 
gio della circonferenza la sua equazione per assi obliqui , è 

(y — 0)*-j- (x — *)’-|-2(«f — fi) (x — #) cos fi=r*. 


E questa dovendo essere identica colla (I) dà le richieste condi- 
zioni, (n.° 50*) 


( 2 ) 


A— C, B=2A cos 8. 


Corollario I. Se 8=90°, esse divengono A=C, B=0. Quindi 
le quantità ( a, fi ) da cui dipende la posizione della circonferenza 
relativamente agli assi, ed r da cui dipende la sua grandezza sono 
espresse dalle 



fStomii. -Analtt. 



D’ E’-*AF 
iA‘ 


15 
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E siccome !e espressioni di a e fi non contengono F, se ne de- 
duce che due circonferenze sono concentriche se le loro equazioni 
unicamente differiscono nel termine costante. 

Corollario IL* Sii D’-|-E , =iAF, od r=0, l’ equazione della 
circonferenza si riduce nella 


(4) ( £C _ a) « +( y_^ =0 . 

È evidente come questa sia solo soddisfatta dalle coordinale del 
punto ( re— a . , y=f> ) , e per conseguenza rappresenti unicamente 
questo. Nulladimeno, ogni equazione esprimendo sempre una linea, 
per analogia diremo che la (4) conviene ad una circonferenza in- 
finitamente piccola il cui centro è nel punto (a, fi). Inoltre essa 
decomponendosi nei due fattori lineari immaginari 
(x— p)i=0 , (a>— ps)— (y— p)i=0 
può essere anche considerala come l' equazione di due rette im- 
maginarie concorrenti nel punto (a/?). 

Problema II. Determinare il rapporto in cui la retta che unisce 
» due punti (x t ,y,), (Xj,y,) è tagliata dalla circonferenza la cui equa- 
zione riferita al centro e ad assi coordinati ortogonali è 

(1) x'-\-y'=r*. 

Le coordinate di un punto qualunque posto sulla retta clip 
unisce i punti dati, indicale con ;r 0 y 0 , vengono espresse da 


( 2 ) 


_x 1 -r*x , , _.y | +Ax 1 

“V - t-j-A J » 1-}-A 


in cui la quantità arbitraria è il rapporto 1 : A secondo il quale 
tal retta è secata dalla circonferenza. Perciò la incognita A si deter- 
mina per la condizione che le coordinate (2) soddisfino alla equa- 
zione (I) o che sia 

(3) AVM-y,’— »' , )-j-2A(x 1 .r,-j-y | y J — r*)-f :y t s -f a),*— r‘)=0, . 
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Corollario I. Dettnninare l'equazione delle tangenti condotte dal 
punto dato (x t i/,) alla circonferenza espressa dalla (1). 

Se si indicano con x ij le coordinate di un punto qualunque 
della tangente, siccome la circonferenza è da essa secala in due 
punti coincidenti, è evidente che la (3), ove x==x, y=y, ammet- 
te radici eguali ; quindi abbiamo 

(*) O (!/*- r x '—’ 3 ) 

equazione richiesta. Queste due tangenti sono reali se a7 t 2 — j— o 
se il punto dato è esterno alla circonferenza ; sono immaginarie 
se a»,*— f-j/ t *cr*, od il punto giace nella superficie piana chiusa dalla 
circonferenza; sono coincidenti, riducendosi nella unica 

ara ’.+!/!/|— r ’=° 

se o se il punto dato è posto sulla circonferenza. 

Corollario 11. I due punti di tangenza delle (4) sono eviden- 

temente posti sulla retta ( polare di x t y t ) 

(5) !/!/i — r’=0 

in quanto che le loro coordinate nel medesimo tempo soddisfano 
alle equazioni (<} (4) e per conseguenza alla (S). La polare è poi 

perpendicolare alla retta che unisce il centro della circonferenza col 

punto dato e determina sugli assi segmenti, ciascuno dei quali è 
una terza proporzionale fra il raggio e la coordinata corrispondente 
del punto dato. Inoltre le cordinate dei punti di tangenza giacciono 
sulla circonferenza data dalla 


(»- 


rimanendo questa soddisfatta per le (I) (5): donde si deduce la 
costruzione descritta nella Geometria elementare. 
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62*. Problema 1.’ Determinare /’ equazione delia circonferenza 
circoscritta al triangolo formato dalle rette espresse dalle equazioni 

(1) a t =x cos si- r y sensi — p=0 , «,=® cos fi-{~y seti fi — p,=0 , 

a } —xcosy-^-y seri y — p } = 0 

riferite ad nn sistema ortogonale di assi. 

Qualunque equazione della forma * J « a -j-A* t « J -|-|tMs 1 a t ==0 I ove 
A e p sono costanti arbitrarie, denota una linea di secondo ordi- 
ne circoscritta al dato triangolo, poiché sussiste pei valori di x.y 
che soddisfano a ciascun sistema di equazioni; « t =0, a s =0 ; 
«,=0 , « 3 = 0 ; « 3 = 0 , a } =0, i quali perciò convengono ai suoi 
vertici. Le condizioni necessarie affinchè essa rappresenti una cir- 
conferenza (n. 6 50*) sono 

cos (£-|-y)-)-A cos (y~\-c£)-\-p cos (a-j-/3)=U, 
sen ((3-[-y)-j-A scn [y-\-x)-\- p scn ! .x-\-fi'—0. 

Eliminando fra queste successivamente X e p, si ottengono i valori 

^ sen (y — x) _ scafa — fi) 

scn [fi — a) ’ P seni fi — a) 

Designando con C, B, A gli angoli compresi fra i lati «,=0, «,=0 ; 
«,=0, «,=0; 0, «,=0, essendo a — fi, y — a, fi — y gli angoli 

che scambievolmente formano le perpendicolari condotte da un punto 
qualunque ad ogni coppia di lati, ed avendo 

sen C=scn (a — fi), sen B= sen [y — a), sen A= sen {fi — a), 

T equazione della circonferenza circoscritta è 

(2) a^sen A \-x l et ì scn B-f-a,^ sen C=0. 

Corollario I. Le rette date dalle equazioni 

(3) « J senA-(-a i senB=0, asserì A -j-a, sen C=0, a J senB-j-« i senC=0 
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sono tangenti poiché paesano ciascuna per uno dei vertici del trian- 
golo, ed in questo unico punto tagliano la circonferenza ad esso cir- 
coscritta. 

Corollario II. Se da un punto preso sulla circonferenza si ab- 
bassano perpendicolari sulle (3) queste sono date dalle espressioni 

— i-=(*,sen A4-z. seri B), - ---- (a sen A -f-a.senC), — ! — (a-scnB-4-ajenCI; 

il prodotto poi di due di esse, per esempio,* della prima per la se- 
conda eguaglia , per la (2) , et'. Cosicché se da un punto di una 
circonferenza si conducono perpendicolari su due tangenti e sulla loro 
corda di contatto, il quadrato di questa u Uima è eguale al rettan- 
golo delle altre due. 

Problema II. Determinare f equazione della circonferenza inscritta 
nel triangolo formato dalle rette (1). 

Uniti i punti di tangenza della circonferenza inscritta nel trian- 
golo dato siano *,'=■ 0, «,—0, a 3 '=0 i lati del triangolo così for- 
mato ed A', B', C' ne siano gli angoli: allora l’equazione della cir- 
conferenza è a^senh!-\-xfa.fsen&'-\- a^ctfsenC—d. Ma per ogni suo 
punto, sussistono le relazioni ctf-=a l ct ì ; cz£‘=u l a ì - 

ed anche, confrontando i due triangoli, le 

A^OO"— 1-A; B’=90° — i-B; C'=90°— — C. 

2 2 2 


Sostituendo questi valori, l’equazione della circonferenza si tramuta 
nella 

(4) v^i • cos —A- iV», . cos -i-B -\-y/ a 3 ■ «osJ- C=0, 

2 2 2 

ovvero posto 

111 

cos -A~\/l , cos -B=\/m > cos--C=v'n 
2 2 2 

(5) nV, 1 — 2 mw,», — 2 — 2lm«,a 4 “Q. 
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Il (villanie cd Iperbola. 


63. Proiu. km i I. Trovare ler/uazione della tangente alle curve 


(') 



ellisse od iperbola riferite agli assi, dato il punto di tangenza (oO t yJ 
Per le coordinale di due punti x l y l , x t y t presi sulla curva 
hanno luogo le 


a ' b* 


^-=1; donde ff 1 -■■-*= 
i a b' x. — x. 



La equazione della secante che li congiunge è 

V— !/, — V— y,— r b ' ; 

x—x t x i —x t a i \ y,-f yj 

e pertanto quella della tangente che se ne deriva ponendo x { =x t , 

y,=y,< 


( 2 ) 


y—y t r fr*<g t . 

X—X i a\ ’ 


ovvero 


a* 6* 


Corollario. Essendo x l'equazione della circonferenza 

a 

concentrica colle (1), e descritta con raggio a, la sua tangente in x t y\ 

data da 2flX^J=1 taglia quella data dalla (2) in un punto del- 
ti 5 

1’ asse 2e. 

Problema II. Trovare l'equazione delle tangenti condotte dal punto 
x,y t alle curve (1). 
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Procedendo come nel n. # 61 si trova 
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Corollario I. Tremare l' equazione delle due tetri genti condotte alla 
ci ima (1) parallelamente alla retta 

(4) i/=»ia'-{-n- 


FI punto x l y l dovendo giacere sulla (4) abbiamo ^ =n H 
e siccome esso è ad una distanza maggiore di ogni quantità as- 
segnabile da un punto qualunque della retta , le quantità Xl ed 

ni 

— , — divengono m e 0: diviso ambo i membri della (3) per a? * 

x i 

immediatamente si forma l'equazione cercala : 


(«) 


Va* 6* Ma* 6’ 


— 1 




Corollario II. Le tangenti condotte alla circonferenza 
£r*-|-i / i =a* l o da a 1 , y' t o parallele a y—m'a >-\- n hanno per equa- 
zioni 


Laonde per y' t =* y, , m’ — jLm esse concorrono respeltivamenU 

colle tangenti (3) (5) condotte alla ellisse nel medesimo punto del- 
l’ asse. 
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64. Problema I. Trovare I' equazione della normale alle curve 


<«) 


a* h* ' 


condotta per il punto a>, y, preso su queste. 

Dalla definizione della normale n.° 54 imracdiatarnenle si trae: 

Od a ^ JÙL = c \ Od ® =^=1. 

a;— so, Ir®, a?, y, e*®, e* y, 


Corollario. / segmenti intercetti sull'asse Sa fra la normale « 
/a ordinata del punto della curva per cui è condotta, fra la tangen- 
te e la ordinata del punto di contatto si dicono su-normale, su 
tangente e si designano con S„, S t ; si nominano poi normale N e 
tangente T le lunghezze comprese fra il punto della curva e quello 
in cui esse tagliano l’asse ia. 

Per 1' equazioni (2) del n.° 63 e (2) si hanno le espressioni 
(3) S.=(4— e>„ N=y/ y,'+(« — e*)*®,* , 



Problema IL Condurre le normali alle (1) per il punto x t y t . 
Indicando con XY le coordinate del punto ove la normale taglia 

la curva, la sua equazione è ^-5^— e poiché su di essa 


giace il punto a>, y, abbiamo ia relazione 


“ ,a W- b \ —, 


Per- 


X Y 

tanto i punti delle curve le cui normali passano per il punto dato, 
coincidono colle intersezioni di queste colla ipcrbola 


(4) c’XY — a 1 x l . Y=tzb\X=0 
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i cui asymploli c*Y:±A , t/ 1 =0 , c*X — a'x t =0 sono paralleli agli 
assi 2a, 26. 

65. Problema Determinare i raggi vettori condotti dai fuochi 
ad un punto delle curve 



Essendo (x=d=c, y=0) le coordinate di punii equidistanti 
dal centro e nominati fuochi, cd co, ^quelle di un punto delle (1), 
pei raggi vettori si hanno: />,’=(*,— «)*+!/,*, P,*=(*rH c )*-hf»* 
Ma e’cr,* , ed rfcò'-f-c^a* ; e per conseguenza 

pf^—ìcx^e'co^a—ecetf, p^a+e®,)’. 

Per la ellisse avendo e i raggi vettori ( di cui deve 

prendersi solo il valore assoluto ) sono 

(2) f ,—a — ea>, , pf=a-\-ea> v 

e danno per somma /i,-j-/> J =2'i. Laonde la somma dei raggi vet- 
tori condotti dai fuochi ad un punto qualunque della ellisse è costan- 
te ed eguale all’ asse maggiore. 

Per la iperbola essendo e>t, a, abbiamo 

(3) — <*• ?,=«»,+(», ovvero f t — p,=ia. 

Pertanto nella iperbola la differenza dei raggi vettori condotti dai 
fuochi ad un punto della curva i costante ed eguale ali asse tra- 
sverso. 

Corollario I* Le polari dei fuochi nominanti le direttrici della 

curva. Esse hanno per equazioni oj=d= a _. E per le espressioni 

c 

delle distanze <?,, del punto della curva cv l y i da esse date da 
J i=-f (a— c® t )=l(a— ea> l )=i f > 4 J j =:i(a+w I )=^ I 
si trae il 

Ctomttria ArtéiUirm 16 
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Teorema. La disianza di un punto della curva da un fuoco sta 
alla sua distanza dalla direttrice corrispondente nel rapporto costan- 
te, e : 1. 

Problema II. Determinare le lunghezze delle perpendicolari 
P t , P t abbassate dai fuochi F( -]-c,0 ) , F,( — c,0 ) sulla tangente alle 
curve (I) 

Essendo l'equazione della laiigeute, esse sono e-, 

a* li* 

spresse da 


(*)>*.= 


P 'V(3^ 


Corollario I. Dalle (4) si deduce P,P I =i» i ; cosicché si ha il 
Teorrma. Il rettangolo costruito sulle perpendicolari abbassate 
dai fuochi sulla tangente è costante ed eguaglia il quadrato del semi- 
asse minore per la ellisse , e del semi-asse immaginario per la 
iperbola. 

Corollario II. Designato con MI la langeute, con M il punta 
a?, t/,, per le (4) abbiamo 


=ten F.MT , 



1 


= sen F,MT: 


c quindi i raggi vettori condotti dai fuochi ad un inulto della cur- 
va (1) formano colla tangente in esso angoli eguali. Per la ellisse la 
tangente è la bisetrice esterna dell' angolo chiuso dai raggi focali , 
mentre per la iperbola essa è la bisetrice interna : ed inversamente 
la normale è bisetrice interna nella prima, ed esterna nell’altra 
curva. 

Corollario III* Una linea di secondo ordine può essere de- 
finita come il luogo geometrico di un punto le cui distanze da un 
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jwnto e da una retta dati di posizione nel piano ( fuoco e diret- 
trice ) conservano fra di esse un rapporto costante. 

CoEOtiA«io IV* Rappresentando con 

x t =xcosot , ysenx — ;>= 0 , ct —xa>sp>-\-ys(nfi — p t —0 
x s —xcosy yseny — p J =0 

tre rette riferite ad assi ortogonali l'equazione et' — n** 3 ’=0 

rappresenta una tal curva di secóndo ordine per cui ciascuna delle 
rette a,— 0, a,=0, ì la polare del punto d' intersezione dell' altra 
con la a t =0. Infatti essa può scriversi 

** t ) f/icSj-f-AaJ, 

Dalla prima evidentemente appare essere le due rette 
pz—*x=0, i 

le quali si tagliano nel punto a=0, «j=0, tangenti alla curva, e 
la a,=0 la loro corda di contatto; per conseguenza il punto (*,=0, 
« 3 =0) è il polo di a,=0. In pari modo dalla seconda si deduce 
che il punto a ( =0,« 3 =0 è il polo della retta <* s =0. 

Se posto, A=1, 0=9O # -j-« e quindi le due rette «,=0, a~ 0 
scambievolmente perpendicolari, si moltiplica l’equazione 
tt *-[-»* — ftVt'sO, per (1-|-ff*), <r quantità arbitraria qualunque, la 

«,*(1 ir 1 )— (tra— A } ’=0 

significa come le rette ct t -\-fct=0, tra t, — « 4 =0 perpendicolari 1 una 
all’altra e condotte per il punto («,=(), «,=()) hanno respettiva- 
mente i punti («■«, — « 3 =0, a 3 =0), « 3 =0) per poli. 

Laonde per il n° 60 l’equazione 

(1) «.’-K’— 0 

rappresenta una linea di secondo ordine di cui un fuoco concidc 
col punto a,=0, x=:0. 
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66. Allorché le equazioni della ellisse, e della iperbda som» 
riferite ad una coppia di diametri coniugati , le cui lunghezze si rap- 
presentano con a,, b v dovendo annullarsi il coefficiente del termine 
xi i, esse assumono la forma 


( 1 ) 



Adoperando i metodi già svolti l'equazione di una tangente qua- 
lunque ( <r, y t essendo il suo punlo di contatto ) riferita a questi 
assi coordinali è 


( 2 ) 


gxr i. OTi 


1 . 


Teorema. La tangente condotta alla ellisse od alla iperbola per 
la estremità di un diametro qualunque 2 .a, è parallela al diametro 
a questo conjugato 2f>,. 

Infatti 1' equazione della curva a tali diametri conjugati ri- 

ferita essendo — 1 , quella della tangente il cui punto di 

contatto è ( x=zi=a l , y—0 ) viene espressa dalla x==fca t , e 
pertanto si dirige parallelamente al diametro 2 ft t . 

Problema I. Data la curva 


( 3 ) 




riferita al eentro e agli assi trovare l'equazione del diametro conju- 
gato a quello che passa per il punlo [x t y l ) preso su di essa. 

La equazione di tale diametro dovendo essere quella di una 
retta condotta per la origine , centro della curva , parallelamente 
alla tangente in x l y l é 

g**. -t- y y, _o 

a* b* 
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Corollario. Siano a, j3 gli angoli che il diametro condotto 
per (iT| j t : ed il suo conjugato formano coll'asse delle ir, per essi 
abbiamo 

tangx—l* tang 0 =p-' : donde 

®i a*!/i 


( 3 ) 


tang a 



Problema II. Determinare le coordinale (x t y t ) della estremili i 
del diametro conjugato a quello condotto per c 0,1/,. 

Queste dovendo soddisfare alle equazioni 


hanno i valori 

( 6 ) 

Problema Ilf. Esprimere le lunghezze di un semi-diametro, a,, 
condotto pel punto x ì y l della curva e del suo conjugato, 6, , amie- 
due in funzione della x f . 

Avendo 0,*=®,*- \-y t \ &,*=« per le (3) e le (6) que- 
ste espressioni si riducono nelle 

(7) a 1 , =e , ® 1 *±dì s , ztib'—a? — ‘e'w*. 

Corollario I. Da questi valori per la ellisse si ottiene le 
'bV— °’H~ Laonde la somma dei quadrati di ima coppia di 
semi-diametri conjugali nella ellisse è costante ed eguale alla somma 
dei quadrati dei semi-assi. 

E per la iperbola si deduce la a, 3 — i, s =a s — i* , ovvero la 
differenza dei quadrati dei semi-diametri conjugali nella iperbola è 
costante ed eguale alla differenza dei quadrati dei semi-assi. 

Se a=b, anche «,=!>,, e l’iperbola in cui i diametri coniugati 
in ogni sistema sono eguali dicesi equilatera ( n.“ 50. ) 


-g *. —w«- 0 x '-+-y' — 1 

a* 6* ’ a’ b' 1 ’ 


_a’ 1 . . 6» . 

-54^1 ’ ■ 
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Problema IV. Esprimere la lunghezza della perpendicolare ab- 
bassata dal centro della curva (3) sulla tangente condotta per il 
punto x l y l preso su di essa. 

Questa è 



per il Problema precedente e solamente prendendone il valore as- 
soluto. 

Problema V Determinare l’angolo compreso fra una copjria (pta- 
lungue di diametri conjugati appartenenti alle curva (3) 

Preso sulla curva un punto M (as, yf] e condottovi la tan- 
gente MT; congiunto, col centro O, i due semi-diametri conjugati, 
2 a, 26, coincidono con OM ed ON , questo essendo parallelo alla 
tangente MT ed N designando il punto ove esso taglia la curva. 

L'angolo 0 compreso Irai diametri eguagliando quello formato 
da OM e dalla MT, nominata p la perpendicolare abbassata da 0 
su MT, abbiamo 


(9) 


„ p ab 
sen0=t— 

a, o.fc, 


Corollario. Dalla (9) derivando a t b t sen Q=ab può enunciarsi il 
Teorema. Il parallelogrammo costruito sui semi-diametri conju- 
gati di una ellisse o di una iperbola ha un area costante cd eguale 
al rettangolo dei semi-assi. 

67. La iperbola 


(0 


a* l? ’ 


essendo l'unica curva di secondo ordine che abbia gli asymptoti reali, 


(2) 


-+H’ 

a 1 b 


<*> y _ 1 

a b 
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( n." 55 ) gode di proprietà a questi relative non esistenti nella 
ellisse e nella parabola. 

Teorema 1. Gli asymptoti coincidono colle diagonali del paralle- 
logrammo costruito su due diametri conjugati qualunique. 

^2 I 

Infatti essendo 2a., 2 b, tali diametri, ed — , — I, l’equa- 
1 1 o, 6, n 

zione della curva ad essi riferita, le diagonali del parallelogrammo i 

cui lati eguagliano 2a, 26, hanno per equazioni 


x y 

— f=0, 

a. b. 


x 

a i 



le quali sono quelle che esprimono gli asymptoti. 

Corollario I. Per la iperbola equilatera, «,=(>,, il parallelo^ 
grammo di due diametri conjugati trasformandosi in una losanga 
gli asymptoti si tagliano ad angolo retto. 

Corollario II. fi segmento di una tangente qualunque compre- 
so fra gli asymptoti è bisecalo nel punto di contatto M ed eguaglia 
il diametro conjugato ad OM, (0 essendo il centro dello curva). Pren- 
dendo per assi coordinati il semi-diametro 0X1=0, ed il suo «h 
njugato, l'equazione degli asymptoti, e della tangente in M sono 


0 , 01 = 

V V 


e quindi il segmento determinato su questa è y=c±d) l . 

Teorema li. Se una trasversale qualunque taglia la iperbola 
nei punti a v a, e gli asymptoti in 6,, 6,, « segmenti a, 6 ,, a ì b 1 compresi 
fra questi e la curva sono eguali. 

Prendendo per assi coordinali un diametro prrallelo alla tra- 
sversale ed il suo conjugato , questo evidentemente biseca le due 

rette a t a t , e per conseguenza da a | t=ta 1 =^T 


2 


V=‘ 6 ,=-^ ! - 


si trae b t i — 0,1=16, — ia ì ovvero a l b l =a i b ì (n.“ 55.) 
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68. Problema I. Trovare l’equazione della iperbola riferita agli 
atymptoti. 

Prendendo gli asymploti per assi coordinati nell’ equazione non 
possono comparire i termini lineari in ir, ed y (l'origine coincidendo 
col centro della curva) ne quelli che contengono i quadrati delle 
variabili (gli assi tagliando la curva all' infinito); e quindi essa ha 
la forma: 


(1) xij=Y?. (n. 55) 

Per esprimere K* mediante i semi-assi della curva, si osservi 
come l’ asse trasverso bisecando l' angolo compreso fra gli asyra- 
ptoti, le confinate del suo vertice <r=t/=K si determinano ponen- 
do oo=y nella (1); e designando con a. l’angolo degli asymptoti si 
ha o^SK’-j-aK* cos a. Inoltre l'asse immaginario bisecando l'ango- 
lo 180° — a, e le coordinate del suo vertice essendo date da 
x— — y=W — 1, ha per valore — b'= — cos a.. Formando, 
ora la differenza delle espressioni di a’, — b' si ottiene 

(2) (n.° 55). 

Problema II. Determinare l’ equazione della taugente alla iper- 
bola xy=K', il punto di contatto oc i y i essendo noto. 

Preso sulla curva un punto qualunque xj/ t la trasversale 
condotta per x x y lt xjj t viene rappresentala dalla equazione 

- — ovvero a causa di y==— • y, =— dalla 
x — a", x t — x, w ì x i 

(S) 

Questa esprime la tangente allorché y v x t eguagliano y ,, quindi 
diviene 
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(4) !/+#,«=**’= 4 (“ a i b'), ovvero ^-f--=2. 

z Vi x i 

Obollaiio. I segmenti 2®,, 2;/, che la tangente determina sugli 
asymptoti formano il rettangolo 4®,y,— 4A-*. Laonde il triangolo che 
iintt tangente qualunque forma cogli asymptoti ha una area costante 
ed eguale al doppio deWarea del parallelogrammo formato dalle co- 
ordinate del punto di tangenza. 

CO. Le curve di secondo ordine riferite ad assi coordinati 
tali che uno, quello delle x , coincida con un diametro e l'altro, 
quello delle y, colla tangente condotta per uno dei punti ove esso 
interseca la linea a cui appartiene , sono rappresentale dall'equa- 
zione generale 

(1) Aj*-f Cx’-j-Ex— 0 : 

in quanto che la curva essendo simmetrica intorno all’asse delle x, 
e l'origine delle coordinate giacendo sul suo perimetro, la equa- 
zione sua non può contenere termini in tv.y ed in y ed il termine 
costante ovvero indipendente dalle variabili. Di guisa clic essendo 

y'± trf. a? 

b* ' a, 4 ’ a,’ b' 

r equazioni della ellisse e della iperbola riferite ad una coppia 
qualunque di diametri conjugati, mediante la trasformazione degli 
assi, ®=X — o, per la ellisse, e «=X-|-a t per la iperbola, esse 
divengono 



26’ 

in cui la quantità — nominasi il parametro della curva 


relativa- 


mente al diametro x,=0, e parametro principale se tale diametro, 
diviene un asse della linea ( n.' 11, 12). 


Cwmrfrn Anatri. 
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Teorema I. La parabola può estere considerala come il limile 
a cui converga una ellisse od una iperbola allorché, rimanendo co- 
stante la distanza di un fuoco dal vertice a questo corrispondente 
l'asse maggiore o trasverso cresce indefinitamente e tende a divenire 
maggiore di ogni lunghezza assegnabile. 

L' equazioni della ellisse e della iperbola riferite al vertice c 
all' asse sono 

S '= 2 .‘W‘>. 

J a o s 

E denotando con S la distanza di un vertice dal fuoco vicino ab- 
biamo 

S=a — — &*). — °> ovvero 6‘=2ai qpP 

e per conseguenza 

Supponendo ora a infinito, i termini che contengono a per denomi- 
natore annullandosi, questa si trasforma in y*=l$x equazione che 
rappresenta una parabola che ha il medesimo vertice ed asse delle 
curve da cui è generata. 

Teorema li. Il parametro principale di una curva di secondo 
ordine eguaglia la corda condotta per un fuoco perpendicolarmente 
all' asse su cui questo punto giace. 

Infatti essendo 


» y b* , 

( 2 ) y>=ì-x=fz-y 

('equazioni della ellissi c della iperbola, la corda focale f eguaglia 
il doppio di quella ordinata della curva corrispondente alla ascissa 

x-S^a-V*^' per la ellisse ed x—V o 1 a per la iper- 

\ 
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boia. Per conseguenza si ha 

odf=ì b l 

ì = ^ r (y al '^~ h '~ l 3 )( v/al + , ' i + n )= r ^r «1 f=* b - ■• • 

similmente si dimostra per la parabola. 

Corollario Avendo posto, ( n.'l 1,12) a-^b' J =aV, l'equazio- 
ne (2) si trasforma nella seguente: • 

!/’— (e 3 — 1 ) |j=p 2 a x-\- x* J . 

Teorema II. n semi-parametro principale di una curva di se- 
condo ordine eguaglia la proiezione della normale sopra il raggio 
ventare condotto per il punto ove questa taglia la curva. 

Essendo I I' equazioni della ellisse e della iperbola 

riferite al centro ed agli assi, ed 

— =p- ,J/ =1, V _ y ' 

e ì x l c'y ' x — ae co, — ae 

quelle della normale, e del raggio vettore ambedue condotti per 
il punto Uff®,;/,) preso sul perimetro della curva, la perpendicolare 
abbassata sul raggio vettore dal punto ( tp=0 , x=e , ac i ) ove la 
normale incontra l’asse maggiore per la ellisse, e l’asse traverso 
per la iperbola è rappresentata dalla equazione: 

( 3 ) ~ y e<a , ovvcro da yy l j rx{a- i —ae)^-e'x ì {ae—x,)=0. 

Ma la lunghezza P della perpendicolare menata da M sopra la (3), 
la quale lunghezza evidentemente è la proiezione cercata, ha per 


Digitized by Google 



13* 

espressione : 


I» ! /| 8 +' x . — ac X‘ | — g, ) r . : 

Vy* '-'ir, — ae)' 

e, a cagione della relazione, yf =[\ — f2 )( n ' — 11 1 ) 

essa si trasforma nella 

(fl — C.T ( ) « 

In sirnil modo si dimostra questa proposizione per la parabola. 


Metalli per descrivere la Ellisse e por tracelarne 
le tangenti. 


70. Problema I. Dati in grandezza e posizione gli assi di ima 
Ellisse descriverla per pinti. 

Metodo I. Essendo A A', BB' gli assi, costruiti i triangoli ret- 
tangoli BOF, BOF' di cui un cateto eguaglia il semi-asse minore 

OB e l'ipotcnusa il semi-asse mag- 
giore OA, i loro vertici F, F' sono 
i fuochi della curva. Quindi da A’ 
come originò preso sopra AA' un 
segmento qualunque A'P maggiore 
di A'O, si descrivano due archi con 
A'P per raggio e col centro suc- 
cessivamente in F ed in F; di poi 
eoi centro in ciascuno di questi punti e con raggio eguale a 
P.A— AA' — A'P descritti due altri archi, i quattro punti ove in- 
tersecano i precedenti appartengono alla eliisse. In simil modo con 
il operazioni si determinano in punti i quali congiunti con una 
linea continua formano la ellisse. 
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Metodo II. Descritta una circonferenza avente per diametro 
I' asse maggiore A'A, condotta la sua or- 
dinala MP, e divisa in N in modo che 
. NP CB 

Sla pyj — ■ punti N così determinati 

appartengono alla curva. 

Metodo III. Preso sovra l'asse mino- 
re BB' un segmento CbcCA — CB diffe- 
renza dei due semi-assi , a — b , ponendo 
in 6 il centro c con raggio eguale ad a — 6 si determini sull' asse 
maggiore AA j| punto ct\ quindi condotta la- retta bx, su di essa 
si prenda la lunghezza «N =b : i punti N che così si ottengono 
sono sulla ellisse. 

Problema II. Dati in grandezza e posizione gli assi di una 
ellisse descriverla per moto continuo. 

Metodo I. Determinati i fuochi F ed F, fissato in questi le 
estremità di un filo la cui lunghezza 
eguagli AA', uno stile cho si muove 
in modo da tendere continuamente il 
(ilo, traccia la ellisse. 

Metodo II. Se una riga 
DD'=CA-|-CB la quale porta in M 
( MD=CB ) uno stile si muove in 
guisa che le sue estremità D' c D siano ciascuna sopra uno dei 
lati dell' angolo retto BCA , lo stile traccia una ellisse i cui assi 
sono 2CA, 2CB. 

Lemma I. Se in una ellisse una tangente qualunque taglia due 
diametri conjugati, il rettangolo coslivilo sui segmenti che ciascuno 
di essi determina sulla tangente contati prendendo il punto di con- 
tatto per origine eguaglia il quadrato del semi-diametro ad essa pa- 
rallelo. 

Preso per assi coordinati delle y c delle x il diametro paral- 
lelo alla tangente ed il suo conjugalo ( le cui lunghezze sono indi- 
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cale con 2o t , 26, ) essendo M(xjy a ) un punto qualunque della curva 
abbiamo 


!f x t — ®y 0 =°> V xx (rl-«'. 5 !/!/.=0- x=a t 


per l' equazioni dei due diametri conjugati di cui uno ha una estre- 
mità nel punto M e della tangente. I segmenti su questa hanno 

evidentemente per valori y=^a., y == — -* ^J.a, e quindi il ret- 

®o a .’/o 

tangolo compreso è y t y= — 6, a . 

Problema III. Dati in grandezza e posizione due semi-diame- 
tri conjugati di una ellisse, costruire i suoi assi. 

Siano Oa, 06, i semi diametri conjugati, la retta AA' condot- 
ta per l’ estremità a di uno parallelamente all’ altro è tangente al- 
la curva. Determinato sovra Oa un punto 
M, ( il quale giaccia relativamente ad o dalla 
parte opposta di 0 ) e tale che per esso sus- 
sista la relazione 0aXoM=06 a si descriva 
nna circonferenza che passi per 0 e per 
M e che abbia il centro sulla tangente AA' 
in C. Le rette OA, OA' che congiungono i punti A.A', ( in cui questa 
è della circonferenza segata ) con 0 rappresentano per il Lemma pre- 
cedente, e per essere l’angolo A'OA retto, gli assi della ellisse. 

Problema IV. Costruire per punti una ellisse allorché son dati 
in grandezza e posizione due suoi diametri conjugati. 

Avendo AA'=2o,, BB'=26, si 
costruisca la ellisse ADA'D' pren- 
dendo per assi le rette AA'=2a,, 
DD'=BB'=26 t , l’equazione 

^,-1-^=1, secondochè è riferita 

b . 

agli assi coordinati obliquangoli AA' 
BB', ovvero agli assi ortogonali AA', DD' può esprimere 1 el— 
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lissc richiesta o la ADA'D', e siccome i due sistemi d' assi coordi- 
nati hanno il medesimo asse delle co così ad una data ascissa CP 
corrispondono per ambedue le curve ordinate eguali in lunghezza. 
Laonde condotto da P le PM', PM respetlivamcntc parallele alle CD, 
c CB, il punto M per cui PM=PM' ed è eguale alla ordinata del- 
la ADA'iy è un punto della richiesta ellisse. 


x i.Vi' 

n? u ivj A 


Problema V. Data una retta e gli assi di una ellisse ( in po- 
sizione e grandezza ) determinare i punti in cui esse s’intersecano 
senza tracciare la curva. 

Siano CA, CB i semi-assi della ellisse, e sia SM la retta data 
( S essendo il punto di essa che giace sul prolungamento di AA ); 

descritta la circonferenza ADAD sul- 
l'asse maggiore AA, si congiunga 
il punto B con un punto qualun- 
que m di SM e si conducano la 
mp perpendicolare ad A A e la Bm 
e sia Q il punto ove l’ultima taglia 
la AA. Condotta la DQ, il punto 
di sezione n di questa con pm co- 
giunto con S siano N, n! i punti in 
cui Sn incontra la circonferenza, le rette NP, N'P' perpendicolari 
ad AA determinano sopra la retta data Sm i punti M ed M' che 
sono quelli nei quali la ellisse è da essa intersecata. 

Infatti abbiamo 


nm BD 

mp BC 


ovvero 


np DC 

mp BC 


, , N'P' NP np 

W MP mp 


c quindi i punti M ed M' che dividono le rette N'P', NP nel rap- 
porto dei semi-assi CA : CB sono punti che insieme appartengono 
alla secante ed alla curva. 

Problema VI. Condurre la tangente in un punto M di una el- 
lisse di cui sono dati gli asti, ( in grandezza e posizione ). 
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Metodo 1. Essendo .VA', BB' gli assi si descriva sovra A.V 
come diametro una circonferenza ADA'D' e 
sia M' il punto ove è incontrata dalla per- 
pendicolare abbassata da M sovra A A'. La 
tangente in M' a tale circonferenza tagli il 
prolungamento di AA' in S, la SM èia tan 
gente richiesta 

Metodo II. Determinati i fuochi F ed F' 
della ellisse si unisca con ciascuno di questi il dato punto di tan- 
genza M ; quindi sopra il prolungamento di F'M si prenda la lun- 
ghezza MN=FM, la perpendicolare MTT abbassala da M sopra 
la FN è la richiesta tangente. 

Corollario I. Condurre la tangente in un punto M di «Ha el- 
lisse di cui sono dati in grandetta e posizione due diametri conju- 
gati. Costruita la ellisse ausiliare ADA'D' ( Problema IV. ), da M 
si conduca la ordinata obliqua MP, e da P la PM'. In M' all ellisse 
ADA'D' si descriva la tangente e sia S il punto in cui sega la .VA'; 
la MS è la tangente alla ellisse data. 

Corollario 11. Condurre una normale m «n punto M apparte- 
nente ad ima ellisse della quale sono noli in grandezza e posizio- 
ne gli assi. Determinali i fuochi F, F, della curva, tirati i raggi 
locali MF, MF,, sopra uno di qnesti si determini un segmento M [ 
eguale all’altro, M/MMF,: la normale è la perpendicolare abbas- 
sata da M sulla congiungentc { F. 

Problema VII. Condurre le tangenti da un punto P esterno ad 
una ellisse della quale sono dati in 
grandezza e posizione gli assi. 

Metodo I. Determinati i fuochi, 
col centro in uno di questi F e con 
raggio F'MN=AA' si descriva l’arco 
1SN' quindi prendendo per centro il 
punto dato P c per raggio la sua di- 
stanza PF dall’altro fuoco F si tracci l’arco NFN', N ed N' siano i 
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punii in cui questi archi si tagliano. Tirale le rette FN , F.V le 
perpendicolari PM, PM su queste abbassate da P sono le due tan- 
genti alla ellisse. 

Metodo II. Sia M il punto esterno; tirata la ordinala MP, c 

le congiungcnti MB, e Di (I 
essendo il punto in cui la 
prima incontra l’asse AA' ), 
sia M’ la intersezione di DI 
col prolungamento di MP. Da 
M' menale alla circonferenza 
le tangenti M'TS, M'T’S'. 
( S', S sono i punti d’interse- 
zione con AA'),le rette SM, 
S'M coincidono colle tangenti 
alla ellisse, ed i punti di contatto t. ed t' sono determinali in esse 
dalle ordinale condotte dei punti di contatto T, T' delle tangenti 
alla circonferenza. 

Problema Vili. Condurre jxirallelamente con una data rolla RS 
le tangenti ad una ellisse della guade sono doti gli assi in grandezza 
e posizione. 

Metodo I. Essendo F, F' i fuo- 
chi della ellisse, ed SR la retta data, 
da uno di essi F su questa si con- 
duca la iierpendicolare indefinita FNN' 
quindi ponendo il centro nell'altro fuo- 
co F' c con raggio F'N eguale all’asse 
maggiore si descriva un arco di cir- 
conferenza che la tagli nei punti N ed 
N': dai punti M, M' in cui le congiun- 
genti F’N , F'N' incontrano la curva 
condotte le rette TM, TM' paralelle 
alla SR , ( rette repettivamcntc perpendicolari alle FN, FN' nel loro 
punto di mezzo ) , queste sono le tangenti alla ellisse. 

Ofomtint Anni il. IH* 
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Metodo 11. Dal centro della curva tirala una reità Cu nardi- 


tela alla retta data , c per un suo 



lette S.M, S'N paralellc a Cp sono 


punto qualunque p la congiun- 
gente pB . e la ordinata pp ' , 
sia p' il punto ove questa fe se- 
cala dalla congiungcnte i punti 
I. D. ( I essendo il punto d'in- 
tersezione di pB coll'asse AA'). 
Si traccino te due tangenti M S . 
N'S' paralellc colla Cp alla cir- 
conferenza ADA'D' ( S’. S siano 
i punti in cui segano AA'). le 
le richieste tangenti. 


Metodi per descrivere Io Iperb* 
le tangenti. 


*? I . Problema I. Vali in grandezza e pini zinne gli assi di una 
I paini n descriverla per punii. 

Metodo. |. Essendo AA' l'asse trasverso, c BB' l'immaginario 
i punti determinali sopra A.V prendendo OF=OF'=BA sono 

i due fuochi della curva. Quindi 
da A' presa una lunghezza mag- 
giore di A'F, con questa per rag- 
gio e ponendo successivamente cen- 
tro nei fuochi si descrivano due 
archi : dipoi presa per raggio una 
altra lunghezza la cui differenza col- 
la precedente sia AA', e similmente 
assumendo ciascun fuoco per centro si traccino due nuovi archi. 
Questi tagliano i primi in quattro punti appartenenti alla Jperbola 
richiesta. 

Metodo II Preso un punto qualunque P sul prolungamento 
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dell asse trasverso A'A, da esso si conduca alla circonfcrenia deaeri t i 
sopra AA' come diametro la tangente PN: quindi determinati i segmen- 
ti ( contati assumendo P per ori- 
gine) Pn'=CB=6, Pm— CA=«, 
si conduca da ri' alla congiungcnlc 
mm la paralella ti'N. Il punto M 
sulla perpendicolare a<l AA' pei 
cui P.W=PN appartiene alla iper- 
bola richiesta. 

Prodlf.ua II. Dati in grandezza e posizione gli assi ili una 
iperbola descriverla per molo continuo. 

Una riga di cui una estremità è imperniata per modo clic pos- 
sa liberamente ruotare intorno ad un pun- 
to F porta in una sua parti: un anello 
fisso munito di uno stile Al. All' altra 
estremità R della riga è iissalo un filo 
cosi che passa per l'anello ed è fìssalo in 
F,. Mentre la riga ruota intorno ad F lo 

stile descrive la iperbola. 

Corollario. Data la direttrice , la direzione di un asymplolo , 
ed un fuoco di una iperbola descriverla per 
moto continuo. . . 

Si prenda la squadra obliqua CBA tale 
che chiuda langolo CBA eguale a quello che 
la direzione del dato asymptoto forma colla 
direttrice DD'. Un filo ha una sua estremi- 
tà fissa nel fuoco F c l'altra all'estremità C 
dello squadra e passa afferralo in un anello 
munito di stile M clic è fisso alla squadra. 
Scorrendo questa lungo la direttrice, lo stile 
M descrive la iperbola. 

Problema III. Descrivere la iperbola allorché sono doli gli 
psijmptoti ed un punto su di essa. 
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Siano CT, CS gli asymptoti, ed M il punto della curva. Una 


Corollario I. Descrivere la i/ierbola conoscendone un asymptolo 
e. Ire punii. Siano CTI’ asvmplolo, M , M', M" i tre punti : tirata 
la secante MM' segnalo il punto N in cui è incontrata da C T , 
si prenda M'N'— MN, il punto N' appartiene al secondo asymptoto. 
Operando in simil modo per la secante MM" si ottiene un nuovo 
punto del secondo asymptolo; di modo che questo essendo piena- 
mente determinato a descrivere la iperbole si adopera il metodo 
precedente. 

Corollario II Determinare gli assi della iperho/a conoscendone 
gli asymptoti ed un punto. Gli assi in direzione coincidono colle bi- 
settrici degli angoli chiusi dagli asymptoti. La lunghezza di uno dei 
semi-assi si ha conducendo dal punto dato M della curva una |«r- 
pendicolare uMò sulla direzione dell’ altro asse , e quindi prendendo 
una media proporzionale fra i segmenti n.M. 4M di questa perpen- 
dicolare compresi fra M ed i punti a, b in cui sega gli asymptoti. 

Prorlema IV. Descrivere la ìperbola conoscendone in grandezza 
e posizione due diametri conjugali. Questo problema si risolve co- 
me il precedente. Infatti le diagonali del parallelogrammo costruito 
sui diametri conjugati coincidono cogli asymptoti: conoscendo inni 
tre due punti della curva, le estremità del diametro-coniugato 
reale, o si può immediatamente descriverla, o possono essere in gran- 
dezza e posizione determinati i suoi assi. A costruire gli assi può 
essere adoperato il metodo esposto al ( n.° 70 ) per la ellisse. 



trasversale qualunque per questo con- 
dotta li intersechi nei punti N, N', il 
punto M per cui NM=N'M' appartie- 
ne alla ìperbola. Così tirando altre tra- 
sversali o per M o per qualunque altro 
punto della curva zi possono deter- 
minare tanti punti quanti sono neces- 
sari affinchè insieme congiunti for- 
mino una linea continua. 
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determinando |>erò il punto M por modo che giaccia dalla me- 
desima parte di 0 relativamente ad a, e sussista la relazione 
0«X«M=Ofr. 

Problem i V, Condurre la tauijenle in un punto M di una ipcr- 
bola i cui assi sono dati in grandez- 
za c posizione. 

Determinati i fuochi F, F', con- 
dotti i raggi vettori MF, MF' si ta- 
gli sul maggiore di questi MF' un 
segmento -« r coll'origine in M eguale 
all'altro raggio MF : la perpendicolare 
MT abbassata da M sulla congiungente 
Ff è la tangente alla curva. 

Corollario I. Condurre una normale in un punto M di una 
data iperbola. Avendo prolungato il raggio vettore MF' di una lun- 
ghezza Mf eguale all'altro raggio vettore MF, la perpendicolare ti- 
rata da M sulla eongiungentc Ff è la dimandala normale. 

Corollario II. Condurre una tangente in un punto M di una 
iperbola di cui sono dati gli asymptoli. Tirata per M una parallela 
ad uno degli asvmptoti CT e prolungala fino che tagli l'altro CT’ 
in I, si prenda su questo da C il segmento C k doppio di Ct e si 
conduca la fcM. Questa è la tangente in M poiché il segmento 
compreso fra gli asyinptoti è in tal punto bisecalo. 

Problema VI. Condurre le tangenti da un punto esterno alla 
iperbola i cui assi sono dati in gran~ 
dezza o posizione. 

Metodo I. Sia N il punto dato; 
determinati i fuochi F, F', ponendo 
il centro in F con raggio eguale 
a FN si descriva un arco di cir- 
conferenza ; quindi prendendo F' 
per centro con un raggio eguale 
all'asse trasverso AA' si descriva un altro arco di circonferenza il 
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<|uale inlersochi il primo nei punti T, T': tirate le eongiungenti FI' 
FT' le perpendicolari Nlt , NR' abbassate su queste da N sono le 
richieste tangenti. 

Metodo II. Sia P il punto esterno: descritta la circonferenza 

sopia l’ asse trasverso AA'=2« 
come diametro , si elevi da A 
la perpendicolare a questo AT 
eguale in lunghezza al semi-asse 
immaginario CB— 6, e si abbas- 
si da P la ordinata PQ ; (piin- 
di preso sopra AA' da A come 
origine il segmento AO=PQ 
si tiri la retta TO , e paralle- 
lamente a questa da Q la QG 
la quale incontri nei punti G, y 
la circonferenza AG.V. I piedi R. r delle ordinate GR, gr congiunti 
con P determinano le rette RP, rP le quali sono tangenti alla iperbola. 

Infatti posto PQ=y,, CQ=.r,, <jr= y t , Cr=x t , determinato 
rr, per le relazioni . Hi •' b '■ '■ ® 0 - t -a, i ■ I/o ’ equazione 

della retta che congiunge i punti P, g e identica con quella della 
tangente alla iperbola menata per P ( n.° 63 ). 

Problema VII. Confluire pai alci lamente con una data retta SR 
le tangenti ad una iperbola della 
guale sono dati gli aìsi in gran- 
dezza e posizione. 

Determinati i fuochi F', F da 
uno F di questi si abbassi la per- 
pendicolare FN sulla retta RS , e 
ponendo il centro nell'altro fuoco 
F' con raggio eguale all'asse tra- 
sverso 2 a si descriva un arco di 
circonferenza clic seghi tal perpom- 
colarc in N, «■ Le perpendicolari elevale sulle congiungenti IN, 
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t'ii uei lupo punii ili mezzo sono le tangenti alla iperbola pai allelc 
ud KS, ed i punii in cui sono intersecale dalle K'N , l’Vi sono i 
punii di tangenza. 


Ili. ■•«rubolit 


7 i . Problesa I. Trovare l'equazione < Iella tangente alla parabola 
riferita al vertice ed all'asse 

(1) y’=i/>x, 

dato il punto di tangenza 

La corda clic congiunge i due punti (x,y,), (ayyj presi sulla 
curva, e pei quali hanno luogo le relazioni y*=±ljw i . !/, J =4/)x, 
ovvero la 


Vi i/i */> 

x ,~ x i V, f-v, 


ha 


per 


equazione 


•j—y, 

V,tV,’ 


od 


ViV,+V,)— ViVi=°- 


Laonde 1 equazione della langente che da essa si trae ponendo 


(2) !/!/, 2/>(®-|-a>,)=0. 

Corollario I. 11 punto in cui questa interseca l’asse ha per 
coordinate y—Q , x= — a,. Pertanto la sutangente (n.° C4) ha per 
espressione S(=2x, ed è bisecata nel vertice delia curva : e la 
lunghezza della tangente è T—'ìVccfp j ocf). 

Corollario li. L’equazione della polare del punto (a>,y,) rela* 
tivamenle alla parabola (1) è della stessa forma di quella della 
langente i/y, — 2p(x-|-x ,)=(); cosicché ossa incontra l’asse nel punto 
{ y—0, ao= — x,) Laonde si può enunciare il Teorema: il segmen- 
to che le polari di due punti qualunque determinano sull'asse egua- 
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glia quello che è compreso fra t piedi delle ordinale dei punii con- 
siderali. 

Problema II. Trovare l'equazione delle tangenti condotte da un 
punto esterno (a:,;/,', alla parabola (1). 

Adoperando il metodo sviluppato nel n.° 61 si trova: 

i 3 ) (uy— 2p(«-h®«)) =(y (y* — ipas). 

Corollario I. Trovare l'equazione della tangente condotta alla 
parabola (I) parallelamente alla retta 

(4) y=maH-n. 

Operando come nel n" 63 si ottiene l iquazione 

(■>) m (? — mx)—p. 


Problema HI. Trovare T equazione della normale alla parabo- 
la (1) condotta per il punto x t y t preso sul suo perimetro. 

Essendo la normale la perpendicolare alla tangente nel punto 
di contatto cc,y t è espressa per 

{6) ovvero da 2p(j> — y.)— f-y.(as — oo.)=0- 

00 £E t 2 P 

Corollario I. La sunormale e la normale sono espresse dalle 
Corniole 


S„=2p, 

Pertanto nella parabola la sunormale è costante ed eguaglia il semi- 
parametro. 

Problema. IV. Condurre le normali alla parabola (1) per il 
punto esterno oj.y,. 

Indicando con XY le coordinate del punto in cui la normale 
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incontra la curva, la sua equazione è 

2 P(y— Y)+Y (x— X)=0 .• 

e siccome il punto a> t y t giace su questa, cosi sussiste I txjuaziono 
di condizione 

ìpiy, — Y) J-Y(cr, — X)=0, ovvero XY-, L Y(2p — a?,) — ìpy t =Q 

Di guisa chè i punti della parabola le cui normali passano per 
ae i y l sono le intersezioni delle curve: 


XY-i-Yiap-og— 2py,=Q Y’=ipX, 

delle quali la prima è una ipcrbola equilatera avente per asympto- 
ti le rette y=0 , X=aj, — 2p , la seconda la parabola. Dalla posi- 
zione della iperbola si deduce che il numero delle intersezioni non 
può mai superare tre. 

73. Problema I. Determinare la lunghezza (lei raggio vettore 
condotto dal fuoco ad un punto della parabola 

(4) y'—ipx. 


Essendo ( x=p , y=0 ) le coordinate di un punto preso sul- 
l'asse della curva e nominato fuoco , ed x l y l un punto qualunque 
del suo perimetro.il quadrato della lunghezza del raggio vettore è 

f , ={^r-PÌ > +yt=ÌP+ x i) i ovvero 


Ci) f=p- r x t . 

Corollario I. La polare del fuoco nella parabola è la diret- 
trice la cui equazione essendo *-|-p=0 è paralella alla tangente 
al vertice. La distanza di un punto qualunque della curva (a? t y,) 

Gtomit . .4rui/»f. 19 
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da questa è e perciò la distatila di un punto della curva 

dalla direttrice eguaglia la sua distoma dal fuoco. 

Corollario II. Condotta alla parabola una tangente qualunque 
per il punto di contatto M ( or l y t ), e determinato il punto N(y=0, 
w= — x t } in cui essa taglia 1 asse , il fuoco F è equidistante dai 
due punti M ed N. Infatti abbiamo FM=p-f-J5 l =MN. 

Corollario III. Una tangente qualunque MN alla parabola for- 
ma angoli eguali coll' asse e col raggio vettore FM condotto per il 
punto di tangenza M. Ciò immediatamente deriva dal triangolo 
FMN, ( N punto in cui la tangente incontra l’asse ), che è un trian- 
golo isoscele. La tangente nel punto della curva (y=0, x=p\ a cui 
corrisponde l'ordinata focale forma coll’asse un angolo di 45.' 

Inoltre si consideri il diametro che ha in M(cp,y ( ) la sua estre- 
mità e perciò dato dall'equazione y=y l , e si trasportino gli assi 
coordinali parallelamente a se stessi in un suo punto qualunque 
P( 'J—y, , x=x ) per mezzo delle formule di trasformazione 
i/=Y-j-y, , <r=X-|-a. l'equazione della parabola diviene 

Y*4-2Yy,— ipX q-y'— lpa=0. 


La retta X—mg , Y=np è bisecata in P se ha luogo la relazione 


ny, — 2 pm~0, da cui si trae — — ed Y=^X. Ritornando agli 
‘ m y, 

assi primitivi la retta {y — i / | )=^a>— at) essendo bisecata dal dia- 

Hi 


metro y=y v qualunque a, esprime una corda qualunque che gli 
corrisponde ed essendo parallela alla tangente in M, abbiamo il 
Teorema: che la tangente alla parabola i parallela al sistema di 
corde bisecale dal diametro che passa per il suo punto di tangenza. 

Corollario IV. L’ angolo compreso fra due tangenti qualunque 
eguaglia la metà dell' angolo compreso fra i raggi vettori dei loro 
punti di contatto. 

Siano MN, M'N' le due tangenti, M, M' designando i punti 
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«li coniano, con N.N' quelli in cui tagliano 1’ asse, P il loro punto 
di intersezione, A.V l’asse ed F il fuoco, abbiamo 

FNM=jMFA', F.VMw’m'FA', ed NPN'=M'N'F— MNT 


— Vj| F\'— MFA')=g.M'FM. 

Pbobumia 11. Alenilo la parabola riferita aliasse ed al vertice 
y'=lpr , trasformarla prendendo jier nuovi assi un suo diametro 
ijualunrpie e la tangente nel punto (®,, </, ) in cui questo taglia la 
curva. 

In prima si trasportino parallelamente gli assi nella nuova 
origine ( ® t . y t ). Le formule di trasformazione essendo y=Y'-| -y t , 
rr=X'-|-ar’ 1 , in cui fra ir, , y t sussiste la relazione t/,*— Ipcr, , la 
equazione (1) diviene 

V* |-2Y’i/, — 4X'p=0. 

Ritenendo invariala la posizione del nuovo asse delle X', si 
prenda per asse delle la tangente alla curva nella origine; 
perciò indicando con 8 l’ angolo che gli assi delle Y e delle X 
comprendono (>er le formule di trasformazione, X'=X -j~Y cos (j , 
Y — Ysen8, abbiamo 

Y’sen’ 6-f-2Y (y,sen6 — 2 p cos 8) — 4/>X=0, ovvero Y**en*8 — i/»X=0, 


avendo luogo la condizione 


ìp 


Posto 


(3) 


y t sen tj — itp cos 8=0 o tangh—^-. 


p’= ~x . , ove 
' scrr 8 


(*) 


SCO 7== 

V 7 !/, 


; 


ìp VP 

4])’ Vp ; «r, 


e 
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(5) 

l'equazione Insformata della parabola è 
(0) Y*=ipX 

Corollario I. La quantità 4 p è nominata il paramelro che 
corrisponde al diametro y=y t , e dalla espressione (3) si può de- 
durre il Teorema : il parametro relativo ad un diametro qualunque 
sta al parametro principale, inversamente come il quadrato del seno 
dell'angolo che le ordinate o corde formano coll'asse sta ad uno. 

Corollario li. L'equazione della tangente, il cui punto di con- 
tatto è x «/', alla parabola data dall'equazione (6) è 

\V— 2p’(X >')=0. 


Corollario HI. Considerando la tangente e la normale alla para- 
bola (1) nel punto (®, i/,), abbiamo 

(7) S„=2 p, S,=2x„ ed S.-f S,=2(p-fx, )=2 p ; 


quindi la porzione dell’asse compresa fra la tangente e la normale 
eguaglia il semi-parametro relativo al diametro che passa per il 
punto di contatto. 

74. Teorema. La retta che unisce il fuoco della parabola (1) al 
punto d'intersezione di due tangenti qualunque biseca iangolo formalo 
dai raggi vettori condotti ai loro punti di contatto. 

Essendo M ( x\ y 1 ) il punto di contatto di una tangente, 
M'(*", y" ) quello dell - altra, ( x, y t )P il loro punto d’ intersezione , 
siano p, p\ fi 1 i raggi vettori FP, FM, FM' e fl, 8’, 6" gli angoli che 
respettivamente formano coll' asse, abbiamo 


ed 
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eos< f^ l= 'p-^r-^-rViC 

' • ft ff 

Ma per 

f— p-f 35 - />"= H-®"; y t »— 2p(®«+®'). y t */ — 2 p(*i+®") • 


si ottiene 

ms(0 — eos(#"— $)= P -t^l e quindi (6 — fl r )=(fi" — #) . 
il che era da dimostrare. 

Corollario I. Se l'angolo MFM' è eguale a 180* la corda MM' 
passa per il fuoco, e l'angolo MPM’ è retto, come parimente è ret- 
to l'angolo MFP. 

Inaltre le tangenti PSM, PM' si tagliano sulla direttrice. Le con- 
dizioni affinchè le due tangenti condotte per il punto ( a?,, y t ) ed 
espresse dalla equazione (3) n.° 72 siano scambievolmente perpen- 
dicolari è lp(p -*,',=0 ovvero a>,= — p: quindi P giace sulla di- 
rettrice. 

Corollario II. Se una tangente qualunque alla parabola Incon- 
tra due tangenti fisse PMT , PMT nei punti N, N' i angolo NFY è 
supplemenlario dell'angolo MPT 1 compreso fra le due tangenti fisse 

Infatti abbiamo 


MPT'=-.MFM', ed evidentemente NFN , =-.MFM r — MPT’=1 80° — MPM'. 
2 * 

Corollario II. La circonferenta circoscritta al triangolo formato 
da tre tangenti qualunque ad una parabola passa per il fuoco. 

Infatti la circonferenza determinata dai tre punti N,P,N' deve 
passare per F perchè gli angoli NPN', NFN' sono supplementari. 
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Metodi per ileocrloere In Parabola e per tracciarne 
le Innpentl. 


75. l’H'inLKM* I. Dato il fuoco e la direttrice di una parabola 


descriverla per punti • 

Metodo I. Sia DD' la direttrice ed F il fuoco, la perpcndico- 



sto taglia la PM appartengono all: 


lare FA abbassata da F sopra 
DD' è l'asse della curva ed il 
punto V che biseca il segmento 
FA ne è il vertice. Da un punto 
qualunque P dell'asse si elevi 
una parallela indefinita a DD’, 
e ponendo il centro in F e con 
un raggio eguale alla distanza 
PA del punto P dal'a direttrice 
si descriva un arco di circonfe 
ronza, i punti M, M’ in cui que- 
curva. Infatti per essi abbiamo 


FM=PA=MN; ed FM'=PA=M . 
Metodo II. Siano V il vertice 



da questi condotte parallelamente 
punti M, M' che appartengono 


della parabola, VV' l asse, F il 
fuoco, DD' la direttrice, e 2FE 
il parametro della parabola: pre 
so sopra f asse un punto qua- 
lunque P, e il segmento 
VH=2FE , si elevi in V una 
perpendicolare indefinita VT al- 
f asse , e da P una parallela RP 
a questa, e quindi sopra PH 
come diametro si descriva una 
circonferenza la quale tagli la 
VT nei punti N , N'. Le rette 
all' asse incontrano la PII nei 
i curva. 
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Phobi.ema li. Dato » l fuoco e la direttrice di una parabola de- 
criverla per moto continuo 

Siano DD' la diretlricc ed F il fuoco, e sia da tracciare un 

arco di parabola compreso fra questa 

ed una sua parallela L N : presa 
una squadra ABC di cui uno dei 
cateti AC abbia una lunghezza egua- 
le alla distanza V'IS che intercede fra 
le parallele L N e DD' , ed un tilo 
della stessa lunghezza V'E che ab- 
bia una delle sue estremità fìssa nel 
fuoco F e l'altra nel vertice C della 
squadra, questa si facc'a per il suo 
cateto AB scorrere lungo una riga 
disposta sulla direttrice- Uno stile il 
quale durante il movimento della squadra tiene il filo leso ed ap- 
poggiato sul cateto AC descrive la curva. Infatti essendo MF-j-MC=AC, 
abbiamo MF=MA. 

Problema III. Dato mi diametro delta parabola , il parametro 
a questo relativo , e la tangente nella sua estremità , descrivere la 
curva. 

Siano TNN' il diametro, 4 p' il parametro, RTT'la tangente e 
T il punto di contatto , si tracci la parabola che abbia per asse 
il diametro NN', per parametro principale 4 p , ed il vertice in T, 
quindi se ne inclinino le ordinate dell'angolo dato RTN' conser- 
vando invariata la loro lunghezza, la curva che in questo modo si 
descrive è la parabola richiesta. 

Corollario. Determinare il fuoco e la direttrice di tale para- 
bola. Si conduca in T la retta TK la quale formi colla data tan- 
gente P angolo T'TK=RTN, e su di essa si prenda un segmento 
TF eguale a p', il punto F è il fuoco: sul prolungamento di TN' 
da T si prenda la lunghezza TN'=TF, a da N' si elevi la perpen- 
dicolare ED' al diametro NTN', questa è la direttrice. 




ir »2 

Problema IV. Date due langenli ed i loro punti di contatto de- 
scrivere la parabola per punti 

Siano PM , PM' le due tangenti , M ed M' i loro punti di 

contatto, MM' la corda che li 
congiunge c sia P il loro punto 
d'intersezione: congiunto il pun- 
to di mezzo Q di MM' con P 
mediante la PQ , da V' punto 
di mezzo di PQ si conduca una 
parallela alla corda MM', questa 
è una terza tangente alla parabo- 
la il cui punto di tangenza è V. 
Combinandola successivamente 
con ciascuna delle tangenti date 
si determinano due altre tangenti coi loro punti di contatto e cosi si 
hanno tanti punti della curva quanti sono necessari per descriverla. 

Lemma. Le Ire perpendicolari del triangolo formato da tre tan- 
genti alla parabola s’ intersecano sulle direttrice. 

Essendo 

yy— ®.)=o . yy — *K«-h«0=o , yy — ® 3 )=o 

le equazioni delle tangenti, le perpendicolari del triangolo da esse 
costituito sono rappresentate dalle 

4 py.(®-l-p)— »+¥ j- * jfyrK+y,)=o 
*w,(®- L p)— v.va+Vì/— 4 P*(!/,+y s+v 3 )=® 
4 p;/ 3 (®- i -p)— m,V3+ 8 A— ■ 



le quali sono soddisfatte dalle coordinate: 
clic denotano un punto giacente sulla direttrice. 
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Problemi V. Da le i/ualiro rette costruire la parabola ad esse 
tangente. 

Indicato con A, B, C, D le rette date , con a. b, c; a, e, d; b, e, g; 
c,d.g i punti d’intersezione di ciascuna di esse colle tre rima- 
nenti, ai triangoli abe. edg, acd, cbg si circoscrivano circonferenze, 
e in essi si determinino i punti G, , G t , Gj , G t secondo cui re- 
spcltivamente si tagliano le loro altezze: le quattro circonferen- 
ze paesano per un unico punto f fuoco della parabola richiesta, e 
tali punti giacciono tulli sopra una medesima retta che ne è la 
direttrice. Quindi si descrive la Parabola , avente il fuoco in f et 
la retta G,G, per direttrice col metodo esposto nel Problema I. 

Problema VI. Condurre la tangente in un punto M di una pa- 
rabola ili cui sono dati il fuoco e la direttrice. 

Mbtooo I Essendo F il fuo- 
co, l>[)’ la direttrice, V\" l'asse 
V il vertice della parabola , P 
il piede della ordinata di M, 
preso sull’asse il segmento VT 
=VP, la retta IMM' è la di- 
mandala tangente ( n.° 72 Pro- 
blema I, Corollario I ). 

Metodo II. Condotte da M 
la perpendicolare N M N' sulla 
direttrice DU', ( N punto iti cui la taglia ), e la congiungente NF, 
la normale TMT’ su questa abbassata da M è la tangente. 

Corollario I. Condurre la tangente in un punto M di una pa- 
rabola della quale sono dati un diametro PP' e la tangente Ut' 
nella sua estremità P. Essendo N il piede dellrrdinata a PP' con- 
dotta da M parallelamente alla tangente KR', preso sul diametro il 
segmento PT=PN, la retta MT è la langenle 

Corollario II. Condurre la normale in un punto M della pa- 
rabola di cui sono dati il fuoco e la direttrice. Condotto da M il 
raggio focale ME e la perpendicolare N MS alla direttrice, la noi- 

C, tornei, inulti. 
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mole è la bisettrice dell' angolo FMN 1 . 

Pboblkma VII. Condurre le tangenti da un punto esterno alla 
parabola della quale sono dati il fuoco e la direttrice. 

Essendo DD'la direttrice, F 
il fuoco , V il vertice, EVV' l’as- 
se della parabola , P il punto 
dato, ponendo in P il centro 
con raggio PF si descriva l’arco 
di circonferenza NFN' il quale 
seghi la DD' nei punti N,N\ le 
perpendicolari abbassate da P 
sulle oorde FX.F.Vsono tangen- 
ti alla curva. 

Infatti indicando con M il punto in cui una di esse PT taglia 
la curva c condotte le FM, MN. gli angoli FMP, l’MN resultano 
eguali e quindi la PT tangente. 

I’boslku a Vili Condurre p<u'tillil<i\nenle con tuia data retta 

le tangenti ad una parabola del- 
la quale sono dati il fuoco e 
la direttrice. 

Essendo F il fuoco, DD' la 
direttrice della parabola, KS la 
retta data, condotto a questa la 
perpendicolare FN\ e nel pun- 
to di mezzo m di FN, ( N pun- 
to in cui essa taglia la DD 1 ) la 
perpendicolare mMT. questa re_ 

IV. SIMILITUDINE DEI. LE CURVE DI SECONDO ORDINE 

76. Lemma Se due poligoni sono simili, le rette congiungenli i 
loro vertici omologhi passano per il medesimo punto. 

I due po’igoni simili A3CDEF., abedgf.. denotando colla stes- 

Vv 
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sa lettera i vertici degli angoli eguali e con m : u il rapporto co- 
stante dei lati danno le 

AB : ab : : BD : bc : : CD : cd : : DE : de ■ : EF : ef: : . . . : : m : tl 

Ma chiamalo 0 il punto d‘ intersezione delle rette A a, Bò; 0' quel 
lo delle rette B&, Cc; 0" quello delle rette Cc, Dd, ... dai triangoli 
simili ABO, a!>0; HCO', 6cO'; CDO", cdO ", . . . si traggono imme- 
diatamente le relazioni 

m AO BO m BO' CO' m CO" DO" 

ri aO bO ' n bO' eO' n cO" dO ' 

laonde i punti 0, O', 0", . . . coincidono in un solo 

Corollario I. Da un punto qualunque P condotte le rette 
PA, PB, PC, PD; ... ai vertici del poligono ABCDeF... , e pre- 
so p in modo che giaccia sulla retta OP e sia omologo a P, (la 
retta ap resulti parallela ad AP ) , pei triangoli simili ABP, abp ; 
BCP, bc p; . .. resultano le relazioni: 

m : n : : AP : op : : BP : bp : : CP : cp . . . 

Corollario II. Se il punto d' intersezione delle rette o raggi 
vettori Aa , B6 , Ce , . . . è esterno relativamente a due poligoni 
questi sono detti simili e similmente posti ed il punto Q è chia- 
malo centro esterno di similitudine. 

Se il punto in cui concorrono i raggi vettori Aa, Bli, fe com- 
preso frai due poligoni , questi sono chiamati inversamente simili 
ed il punto 0 centro interno di similitudine. 

77. Due linee qualunque diconsi simili e similmente poste se 
i raggi vettori condotti alla prima da un punto 0 sono proporzio- 
nali ai raggi con quelli paralelli e nella stessa direzione tirati alla 
seconda linea da un altro punto 0'. Esse diconsi simili ed inversa- 
mente poste le i raggi vettori tirali da 0 alla prima sono pro- 
porzionali ai raggi paralelli e in opposta direzione che da 0' vanno 



456 

all' altra curva, lndioando con k il rapporto costante di due rag- 
gi omologhi il suo valore è compreso fra 0 e -j -a> per la simi- 
litudine diretta, e fra 0 e — oc per la similitudine inversa. 

Problema I. Avendo V equazione generale delle linee di secondo 
ordine 

(1) fi x <y)— Av* B-ri/ -Ca-' ! Dt/-f-E® rF=0 

determinare quella delle curve simili con es e e poste similmente 
od inversamente. 

Indicando con 0 il centro di similitudine delle prime , preso 
per origine degli assi coordinati, con 0' (m=a, y=b) il centro di 
similitudine delle altre con M( oo,y) e M'(X,Y) due punti respetti va- 
lsente omologhi , con k un numero qualunque , dalla definizione 
della similitudine si deduce: 

— x — ^ —k ovvero x—k(X — a), y=kl\ — 6). 

O’M X-o Y —b 

Laonde l'equazione delle curve simili e similmente od inver- 
samente poste ha la forma f(k{X — a ) , k{ Y — 6)^=0 , ovvero 

(2) 9 >fz»,t/)=/c*( Ay*-j-Bajy-4— Cac*) -r-Ac/‘ , »( — ka, — kb) j-kf ,( — ka, — kb) 

- \-f(—ka , — A-6)=0- 

Corollario I. Determinare le condizioni affinchè le due curve di 
secondo grado : f(co,y)—0 

(3) /‘ l (cD,y)-=aaj*— }— j— dy-^eoo +-/= 0 

siano simili e similmente od inversamente poste. 

Dovendo le equazioni (2) , (3) essere identiche sussistono le 
cinque equazioni di condizione: 

-kb) fj-k a, -kb) f[-ka,-kb) 
a b c kd ke k'f 


Digilized by Google 


m 

Mediante le ultime tre si determinano le quantità arbitrarie a,b,k 
sempre reali ; quindi le condizioni che debbono aver luogo sono 
A_B _C 
a b c 

Corollario II. Denotando con A il rapporto costante delle quan- 
tità A,a; B,fc; C,c immediatamente abbiamo 


M=iA-C— B*=A*(4ae— b')=X'm 
J=A-j-C — Bros/)— Afa c — bcòsf))= A.J', 

quindi, n° 5t *, per la espressione 

R ( =V / <f — M sc;i , S=aV tf * — m’»en , fl=AR' I 


ne derivano le 




A A' 


~ i=a ' M* Am , ^ ,JrR,, ^~ ; ^A A' 


Da queste formule si ricavano i Teoremi 

I. Due rune di secondo ordine sono simili e similmente od in- 
versamente poste quando hanno t coefficienti dei termini di secondo 
grado nelle variabili eguali o diversi solo per un fattore costante.' 

II. Due parabole simili e similmente od inversamente poste han- 
no gli assi paralleli, n°. 48, hanno proporzionali e il parametro prin- 
cipale e i parametri relativi a diametri paralleli n.® 53. 

III. Due ellissi od iperbole simili e similmente od inversamente 
poste hanno gli assi proporzionali, e parimente proporzionali i dia- 
metri conjugati paralleli , n.® 50 : hanno pure paralleli gli ai ym- 
ptoli. 

CoRiiiARio III. Questi Teoremi si ottengono immediatamente 
prendendo la equazione della prima curva e riferita al centro ed 
agli assi ovvero al vertice ed all' asse. 

Due figure sono simili ma non similmente od inversamente pot 
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li* « i raggi vettori omologhi formano fra loro un angolo costante. 

Pbople** IL Determinare la condizione affinchè le due curve di 
secondo ordine ‘ 

Ay’-j-Bxy-f-Cas’-pDy -j-E® -F-=0 , fly’-j-tey-j-caj'-Wy-f-e® y-f— 0 

siano simili ma non similmente poste, gli assi coordinali compren- 
dendo l' angolo qualunque 0. 

È evidente che se una delle due figure ruot3 dell angolo co- 
stante chiuso dai raggi vettori omologhi, essa diviene simile e si- 
milmente posta relativamente alla seconda , e quindi hanno luogo 

gì | ^ 

le condizioni A':a=B':6=C':c=A. Ma le quantità — 

A-j-C — BcosQ rimangono invariabili per tale rotazione : pertanto 
dobbiamo avere le condizioni 

B* — 4 AC — A*(ò’ — t ac) , A-f C— B cos Q.^Aja-j-c— 6 cos 9 ) 

nelle quali A è una costante arbitraria. Eliminandola si ottiene per 
la richiesta condizione 

B* — 4AC fc 8 — h oc 

^ (A-j-C — Bcoi©/ (a-j-e — bcosQ }’ 

Coiollabio. Le due curve di secondo grado se sono parabole, 
od iperbole equilatere sono simili, la condizione (4) divenendo in 
ambedue i casi una identità. 

V.* PROPRIETÀ’ ARMONICHE ED AN ARMONICHE DELLE CURVE 
DI SECONDO ORDINE. 

78. Dati quattro punii a, b, c, d situati in linea retta il rap- 

Q C 

porto delle distanze di uno di questi a a due altri c , d, — diviso 
per il rapporto delle distanze del quarto punto b ai medesimi punti 
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c. d, nominasi funzione o rapporto anarmonico dei qnallro punii. 


Quando questo eguaglia — 1 prende il nome di rapporto armonico. 

li segno dei rapporto anarmonico si determina applicando ai 
segmenti che lo costituiscono la regola generale dei segni. 

/ iole quattro rette A, B, C, D poste in un medesimo piano e 

. .. , . A . sen(A.C) sm( B.CÌ 

che passino per lo stesso punto O, la espressione : 

H r r ' * ien(A,D) scn;B, Dj 

frai seni di quattro dei sei angoli che comprendono due a due, no- 
minasi funzione o rapporto anarmonico delle quattro rette. Se que- 
sto eguaglia — 1, diviene it rapporto armonico. 

Se il fascio delle quattro rette A, B, C, D concorrenti in O 
è tagliato da una trasversale qualunque nei punti a, b, e, d, dai 
triangoli che ne resultano immediatamente si trae 


sen'.X.C, sen(B.C: ac bc 

urn A,l) scn'B.D ad bd 


dimodoché al rapporto anarmonico delle quattro rette si può »os- 
stituire quello dei quattro punti secondo cui esse sono tagliate dalla 
trasversale. 

Pnoai EM t I. Determinare la condizione necessaria e sufficiente 
affinchè le quattro rette OA, OD, OB, OC, formino un rapporto anar- 
monico A. 

Rappresenlando con 


U=Aj/-|-B®-{-C= 0 , U,^=A ( y C,— 0 

le equazioni di due rette qualunque OL, OM fisse e concorrenti 
in 0 e che comprèndano l'angolo 0 l’ equazioni delle rette OA , 
OB, OC, OD sono, n* 36, 

U-f.U.^O, U-pU,=0, U-f.U.^O, U-p t U,=:0. 

. senAOC senBOC „ , 

La espressione A qd : se^BOD^ 1 t>er AOC=COL-AOL 
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BOC=COF.— BOI. AOD=DOL— AOL, BOD=DOL— BOI, 
diviene 


, (srftCOLeosAOL — cotCOI<senAOLi(«enl)OLrojBOL — rosDOLjenBOl.) 

(senDOLeosAOL — cojDOLwnAOl. srntlOl.rotBOL — cosCOLsenBOL) 

ovvero 

(tnnjt.'t *1. — timi) VOLVfangDOb — tour; BOI. 

(Iun</l)OL — lan<j\0\. (tangCOL — InnyBuLi 

Ma riguardando le rette lisse OL, OM come gli assi coordinati 
ai quali le rette date sono riferite abbiamo 


lortg A0L=^ 8 , <anyBOL= ,^ H0 
1 P t CO 0 1 4-/1/05 0 


, (aru/COL— 


P t *en& 
l-j-f/050 ’ 


<an</DOL= — , 


p^sen -1 


1 -f/>/OS0 


per conseguenza la precedente espressione del rapporto anarnioni 
co si trasforma nella 


(<) 


A (p—p.Vp—p.) 


Co*olurio I. Se ^=0 , p k =x , le rette die formano il fascio 
dato sono rappresentale da U — p t LT ( =0, LI — ^U^O, U=0, U,=0 
ed hanno per rapporto anarmonico 



Cono lumo Se A= — 1, le quattro rette formano un fascio ar- 
monico; in questo caso la (1) si cambia odia 


(3) 2 0>,Pd-PAJ— (fi -f,)(fj+f«)= 0 

e la (2) nella 

4: f,4fi= 0 
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l.p rclle C , D sono delle coniugate armoniche delle rette A, B. 

Se Ire sistemi di due punti che ti corrispondono o sono coniu- 
gati , posti sopra una retta, godono della proprietà che quattro di essi 
presi nei tre sistemi abbiano il loro rapporto anarmonico eguale a 
quello dei quattro punti che gli sono conjugati, diconsi f ormare una 
involuzione. 

Sei rette condotte da un medesimo punto e conjugate due a 
due sono in involuzione c perciò formano un fascio m involuzione se 
quattro di esse prese in tre coppie hanno il rapporto anarmonico 
eguale n quello delle quattro rette che le sono conjugate. É eviden- 
te come un tal fascio sia tagliato da una trasversale qualunque 
in sei punti in involuzione. 

Problema II. Determinare la condizione affinchè le rette OA, OB, 
PC. OD; Oli, OF, conjugate due a due fo mino un fascio in involuzione. 
Rappresentando con 

U— P,U,=0 , li— f,u,=0 ; U-<r, U,=0 , U-sr.U.^O ; 
li TjU^O, li Tjlij^O 

le rette date , per definizione, il rapporto anarmonico delle 

l!_ fl U,=:0, U— <r 4 U,=0, U-t,U,=0, U-/>,U,=0 

dovendo eguagliare quello delle loro conjugate 


u— p,u,=o, u— <r s u,— o, u— rju^o, u— f t u,=o 


si ottiene per esprimere la involuzione la 


(r.— f M— *,) 0 wero la 

T s%— ft) K — «■*)(#.— 0 ’ 


(«) ( fri - i ) - K ’ r .+ ir t )( p . f ,— 1 *,*,)—<>■ 

Corollario Se f,=0, f=m, la (8) si riduce a — ^,=0. 

Teorema I. Data una curva di secondo ordine e quattro 
pinti fissi presi sul suo perimetro il rapporto anarmonico del fascio 


CtJrntd. finali 


V 
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che ha il tuo centro sulla curva ed ha per ragiji le corde che lo 
uniscono coi punti fissi è costante. 

Siano A, B, C, Di punii fissi, u,=0 , «,=0 , u 3 — 0 le 
equazioni delle rette AB , AG , BC , e perciò le ufi* — u 3 », c = 0 , 
u j u | ° — ( in cui i/j°, u°, i < 3 ° esprimono i resultati della so- 
stituzione in u t , u t , i/j delle coordinate di D) quelle di BD , CD, 
le curve di secondo ordine circoscritte al quadrilatero dato sono 
rappresentate da u(u t u° — u t u °) — A «,( u t u ;1 ° — t V',V— 0 
A essendo una costante arbitrar ia. 

Le rette che congiungono i punti fissi cou un punto 0 della 
curva sono espresse per 


n 3 «— u,y=0, u,y — ufi—0, ufi — u,a=0, 

“iKV— p»!*)— u .("iV— «»= ot 

poiché addizionatele dopo avere moltiplicato la prima per h,°, la 
seconda per u ( °, la terza per u* e I ultima per 4 si ottiene una 
somma identicamente nulla 

Considerando ora il fascio che ha il suo centro nel punto fisso 
A e per raggi le rette che da questo vanno rcspcltivamente ai 
punti ove i raggi del fascio in 0 tagliano la trasversale BC, 
u 3 =0, fascio che ha il medesimo rapporto .inarmonico del primo, 
si ottengono le 

ufi— n,«=0, u,=0, ir,— 0, ufiify—uffì—ufii'y—ti'x) =0 : 


per conseguenza il loro rapporto anarmonico è espresso ila 


>— 'V a _ 


(Su,V-u7(J 

deve sussistere la condizione 


=A, in quanto chò onde il punto 0 sia sulla curva 


0 0 

7 u i — x,, i a 

y u j° — P ,, 1 " = a/3 - 


Corollario I. Siano A, B, C, D, E, F i vertici di un esagono 
inscrìtto in una curva di secondo grado, i fasci EB, EC, ED, EF 
AB, AC, AD, AF hanno i rapporti anarmonici eguali ; per la quale 
proprietà sono detti omografici. Notando con d , f i punti in cui i 
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faggi Jìl), KF tagliano la trasversale BC e con a, b quelli in cui 
i raggi AF, AB segano la OC, le serie dei quattro punti C, d, f B; 
C, 6, <i, I), la prima piacente sopra CB, l'altra su DC hanno 
rapporti anarinonici eguali. Quindi preso il punto G in cui s' in- 
tersecano le rette AB, DK come origine, i due fasci GC, Gd , Gf, 
GB ; GC, G6, Ga, GD sono omografici. Ma questi hanno tre raggi 
a comune, GC, (idi), G6B: dunque il quarto raggio dell’uno Ga si 
confonde nella medesima retta col quarto raggio dell’altro fascio Gf. 
I.aonde essendo a il punto d' intersezione delle rette AF, CD od f 
quello delle rette FE, BC si ottiene il Teorema di Pascal. In ogni 
esagono inscritto in una curva di secando ordine i luti opposti si ta- 
gliano in punti che giacciono sulla medesima retta. 

Corollario II. Avendo un quadrilatero ABCD inscritto in una 
uo va di secondo grado ed una trasversale qualunque la quale ta- 
gli la curva nei punti a, a', i lati opposti del quadrilatero AB, 
CD in b, b' ed i rimanenti BC , DA in c, c' il rapporto anarmo- 
nico del fascio Ba, B6, Ba', Bc eguaglia il rapporto anarmonico del 
fascio De', Do, DI/, Da' : e per conseguenza le due serie di punti 
a, a', 6, e; a, a', e\ b', hanno il medesimo rapporto anarmonico 
ovvero le tre coppie di punti a, a ; 6, c\ b' c' sono in involuzio- 
ne. Quindi si ha il Teorema di Dksaroczs : Allorché un quadrila- 
tero è inscritto in una curva di secondo grado, una trasversale qua- 
lunque taglia la curro e le due coppie di lati opposti in tre cop- 
pie di punti m involuzione. 

Teoi.ema II. Avendo ima curva di secondo ordine inscrìtta m 
un quadrilatero , ogni sua tangente taglia i lati di questo in quat- 
tro punii il cui rapporto onarmonim è costante. 

Denotando con li=0. U,=0 le equazioni di due tangenti ad 
una curva di secondo ordine c con V— 0 quella della corda che 
ne congiunge i punti di tangenza, la equazione (l) U [],=¥' 
evidentemente rappresenta la curve. 

Inoltre la fcfc'U — ( k-\-lc' )V-j-U,=E0 , k, k' denotando due co- 
stanti arbitrarie, essendo soddisfalla dal doppio sistema di equa- 
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zioni kV — k'V— 0 , U f - — kV— 0; /c’U — k\'= 0. U, — k'V— 0 cia- 
scuno dei quali verificando la (1) rappresenta un punto sulla cur- 
va, simboleggia una corda qualunque che per k—k' si tramuta in 
una tangente il cui punto di contatto è U — V=r0 , li, — fcV=:0. 
Le quattro tangenti fisse siano date dalle 

(2) J*Ù— 2fV^-U t =0; mHJ — 2mV-t-Ù,=0, n*U— 2nV-j- U=0, 
p*U— 2pV+U t =0, 

e la tangente mobile da (3) fc*V — 21V -]-L ; I =0. 

Eliminando V fra questa e ciascuna delle (2) le resultanti 


( 4 ) lk.V—V t —0, mk.V— U,=0, nk.U— U,=0, pk.U— U,=0. 


rappresentano le rette che congiungono i punti in cui la tan- 
gente mobile (3) taglia ciascuna delle tangenti fìsse (2) col punto* 
d' intersezione delle rette U=0 , U,=r0. Quindi il rapporto enar- 
monico del fascio delle rette (4) 


(n— /)(p— m) 
( n—m){p—l ) 


non contenendo k è costante ed indipendente dalla posizione della 
tangente mobile: il chè dimostra il Teorema. 

Corolla aio I. Essendo li — V=0 , U f — 1V=0; U — V— 0 , 
U,— mV=0; U— V=0 , U,— nV=0; U—V==0, U,— pV=0 i 
punti di contatto delle tangenti fisse, ed U — V=0, U t — kV=0 
quello della tangente mobile, le rette che questo congiungono con 
ciascuno dei primi date dalle equazioni 


(k-l)(kV-\)— (IMXifcV-U.HO ; (k-m)(kU-V)— (k- 1 )(£V-U,)=0 
(fc-n)(fcU-V) — (k-1)(iV-U,)=0 ; (k-p)(*U-V)— (k-4)(fcV-U,)=0, 

formano un fascio il cui rapporto anarmonico eguaglia la espres- 
sione (5). Laonde abbiamo il Teorema : Il rapporto anarmonico re- 
lativo a quattro tangenti di una curva di secondo ordine eguaglia 
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quello relativo ai loro punti di contatto 

Cobollario II. Siano i lati di un esagono qualunque circoscrit- 
to ad una curva di secondo ordine rappresentati dalle equazioni 

U— 0, l'V 2/V-j-Uj—O, m*U-2mV-j-U,=0, U,=0, 1,’U 2/,V-f U,=0, 

m.’U-am.V -j-U,=0, 

in cui gli indici convengono ai lati opposti; i suoi vertici sono 
espressi dalle 


U=0 . U, 8m,V=0; U=0 , U,-2ZV=0; (J-f m)U-2V=0 , 
(/-fm)U 1 --2ZmV.— 0 ; U t =0, roU-2V=0; U,=0, /,U-2Y=0 ; 
(/,-|-m 1 )U-2V=0 1 (l, T «i I )U 1 -2f,w | V=0 : 

e le diagonali che congiungono i vertici opposti hanno per equa- 
zioni : 

»nm t U-f U, — 2m,V=0 ; )— U, — 2IV— 0; 

V (* l t ( m— mj-f-mm, ( /-/,))-{- U ,(( m ~ m i )+( l — l S) 

— 2V j/ f m — l — /, } J =0. 

Moltiplicando la prima di queste per (l-f,), la seconda per (m-m,) 
l'ultima per — I ed addizionandole si ottiene una espressione iden- 
ticamente nulla. Laonde abbiamo il Teorema di Briaschos In ogni 
esagono circoscritto ad una curva di secondo ordine le diagonali che 
ne congiungono i vertici opposti s'intersecano tn un medesimo punto. 

Teorema III. Se una trasversale condotta per il punto P taglia 
la data Curva di secondo ordine nei pnnti R ,, R i e la sua polare 
in R, i punti P,R;R,, Rj formano un rapporto armonico. 

2 I 1 

Infatti dalla relazione (n" 56) pp = pjj* ~r pjp s ' trae 


I 1 /I I \ Hit. RR. , 
PR PR, \PR PR,/ OVVer ° |»r‘ PR, 01 


lljt R t R 
H.PR.P 
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79. Tkobf.mi I. La corea K ottmu'a scrunilo un cono circolare 


reno mediatile un piano S che ne tayli tulle le tjcneralrici i una 
ellisse. 



Pur l'asse del cono si con- 
duca un piano normale ad S 
e siano AA'ec' la retta di lo- 
ro intersezione , c VA, VA' le 
generatrici secondo cui esso 
taglia il cono. Nel piano AVA' 
tracciate le due circonferenze 
tangenti alle rette AV'.AA'.VA' 
s'iinmagini che la figura risul- 
tante ruoli intorno all'asse OV: 
tali circonferenze generano due 
sfere tangenti alla superlìcie 
conica lungo i paralleli hb, h'a, e tangenti al piano 5 in F,F'. 

Dal punto M della curva E si tirino le congiungenli MF, MF', 
la MP perpendicolare ad AA', la generatrice VM Ungente in l, tf 
elle due sfere. Poiché le tangenti che da un punto vanno ad uua 
sfera sono eguali, abbiamo: 

MF=Mt, MF’=M»'; MF+MF=«'=oò=rn'6': ma 
ab=bA-j-An=AF- r AF'=2AF-)-FF' c o'6’=2A'F'-)-FF' e per con- 
seguenza AF=A’F ed MF-j-MF'=AT'-f-AF'=.\ A' relazione da 
cui si deduce essere la curva E una elisse coi fuochi F, F' e 
colf asse maggiore AA'. 

I piani dei paralleli incontrano la AA' in c, e' per cui 
Ac=A'e'. Infatti dai triangoli simili 6Ae, a\c' ; c\'b', a'\'c' si ri- 
cavano le Ab : Ac :: An : Ac', A’a' : A'c' :: A'b': A'c ovvero 
ab : ce' Ab -. Ae, a’b': ce' :: A'a’: AV e per ab=ra'b', Ab= A F— A'F' 
r=.AV, la Ae=.\'c'. 


De perpendicolari ad AA' in c, c contenute nel piano S sono 
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le direlirici della Ellisse. Sia ZA' il diametro secondo cui il paral- 
lelo che passa per M taglia il piano AVA' e MP la reità in cui 
interseca S . le distanze di M dalle rette DC, D'C’ sono misurate 
da Pe. Pe'. Dai triangoli simili APA, Ac6; A'PA', A Ve' si ottengono 
le AA: AP :: A6: Ae , A'A' : A’P : : A'o' : Ve' ovvero 6A. rP : : Kb : Ac, 
o'A': e'P :: A'V : Ae' c per A6=Mt=-MF, A , «'=.Mt'=MF' I ne deriva 
che le distanze di M da un fuoco, e dada retta CO che gli cor- 
rispnn te hanno un rapporto costante, il che definisce te direttrici. 

Tiurrwv II La ritmo P ottenuta secondo un cono circo'nre retto 
con un p omi S parallelo rrl imo -nt.i rimerai rive è n. tt parabola. 

Per l asse del cono s immagini condotto un piano nomi. ile a 1 

S e siano cAP la retta di loro 
intersezione e VA, VA' le gene- 
ncrulrici in cui il cono è secato, 
VA ed AP essendo in questo caso 
paralleli. Inoltre nei piano AVA' 
si desi riva Unti circonferenza t:m- 
icnlc alle rette VA. VA', AP: que- 
ll!» m ilandn la figura intorno al- 
l'asse VP genera una sfera tan- 
gente alla siqiet ficic conica luogo il parallelo bb' e tangente in P 
a l S. Da un punto M della curva si conducono il parallelo, ( AA', 
l’M essendo le sue intersezioni coi piani AVA' ed S ), la congiun- 
pente MF, la generatrice VAI che tocca in t la sfera: infine in e 
ove passano bb', PA solevi in S la normale cD. Il triangolo VAA' 
essendo isoscele ed AP parallela a VA, abbiamo AP— AA' Ab'—\r, 
ina Mi — MF=(i’A’ e 6’A'ssAA' A b’= A I’— f— A c= l’c «cosicché si trova 

MF— Pc : laonde la curva P è uni parabola che ha in F il fuoco 
e la eli per d. retti ice. 

Tborewa III, La curva I ottenuta secando un cono circolar» retto 
con un piano S parallelo a due ycncrutaci è una iperbula. 

Secato il cono con un piano condotto per l’asse perpendic. lare 
al piano S secondo lo generatrici VA ii',V Va' ed S in A'A, si de- 
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gerivano due circonferenze tangenti elle rette Va', VA, Aa': la 
figura ruotando intorno l'asse OV esse generano duo circonferen- 
ze tangenti alla superfìcie conica lungo i parateli ah' bh, e tangenti 
ad S in F ed F*. 

Da un punto M di I si tirino le con- 
giuugenti MF, ,Mr" e la generatrice Mv che 
tocca le due sfere in tei', abbiamo 
Mf=MF, Mt'=.MF' e «WMF'— MF: ina 
lt'~ab'=a'b . ed n6' = A'6' — 4’a=A'F 
— A'F=AA’ -r AF — A'F, a'b= AF'— AF 
= AA’-{-a'F' — AF e per conseguenza A'F' 
=AF e MF' — MF=A A'. Pertanto la cur- 
va I è una iperbola avente F,F' per fuo- 
chi ed AA' per asse trasverso. 

Nei punti c,c' ove i piani dei paralleli 
tagliano A A' si elevino in S le normali cD, c'D': queste sono le 
direttrici della iperbola. La dimostrazione è identica con qupila 
sviluppala nel Teorema I. 

Bue retai. 

I. Determinare il luogo di un punlo tale die le due coppie 
rii tangenti condotte da esso a due date curve di secondo ordine for- 
mino sempre un fascio armonico. 

II. Avendo un quadrilatero, circoscritto ad una enrva di secondo 
ordine le due coppie di rette condotte da un medesimo punlo ai suoi 
vertici opposti e le due tangenti condotte da esso alla curva, formano 
un fascio in involuzione. 

III. La curve di secondo ordine circoscritte al medesimo quadri- 
latero incontrano una trasversale qualunque in un sistema di punti 
in involuzione. 
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CAPITOLO I. 


CONSIDERAZIONI GENERALI 


Detenni!» arnione 41 m ponto nello «paolo. 

1. Coordinate rettilinee. Adoperando il sistema immaginato da 
Cartesio la posizione di un punto nello spazio si determina riferen- 
dola a tre rette fisse, non situate nello stesso piano concorrenti in un 
unico punto od origine. Queste nominate ossi coordinati possono con- 
siderarsi come intersezioni di tre piani, parimente fissi e dati in si- 
tuazione, detti piani coordinali, nei quali due a due esse sono conte- 
nute Gli assi si designano colle lettere x, y, z e il punto origine 
colla lettera 0, ed i piani coordinati prendono nome da quelli assi 
per cui sono condotti. Così essendo Ox, Oy, Oz i tre assi coordi- 
nati, i piani che li corrispondono sono designati con xOy ovvero 
xy, xOz ovvero xz, yOz od yx. 

Dal punto dato abbassate sui piani coordinati tre rette respet- 
tivamente parallele agli assi per queste, se date in grandezza ed 
in direzione, la posizione del punto nello spazio è completamente 
definita. Per convenzione ammesso che il punto origine 0 divida 
ogni asse in due rami indefiniti opposti in direzione, uno dei qua- 
li si abbia come positivo, ( i segmenti contali su di esso da 0 
siano espressi da numeri positivi ), l’altro come negativo, ( i se- 
gmenti presi su di esso da 0 siano espressi da numeri negati- 
vi ), tali parallele si ritengono positive quando hanno direzione 
opposta con quella del ramo positivo dell'asse a cui sono parallele, 
e negative se vanno nella stessa direzione. Esse dette coordinate del 

Gf mitri a Aitai iL J5 
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punto, sono indicale coi simboli x, y, z ( usando la lettera dell'asse 
corrispondente ), se indeterminate , e con altre lettere a, b, c se le 
sono attribuiti noti valori. 

2. Osservando che i tre piani coordinati formano nell' origine 
otto angoli solidi triedri, per costruire un punto allorché ne sono 
note le coordinate conviene, 1.® investigare in quale di tali angoli 
solidi è contenuto, 2.® fissare in questo la sua posizione. Per la pri- 
ma ricerca servono i segni di cui sono affette le coordinate del 
punto, per l’altra la loro assoluta grandezza. 

Denotando con 0®’, Oy ', Oc' i rami negativi degli assi e per- 
ciò con Oxi/ 2 , Ox'yz, Oxy 'z, O xyz', Oxy'z', Ox'yz', Ox'y'z, Ox'yV 
gli otto angoli solidi, i segni delle coordinate di un punto secondo 
che sta in una di tali regioni per i principi gih ammessi sono se- 
gnali nel seguente quadro: 


ro Oxyz 

le coordinate sono 

-i-x, 4y, -fa 

. Ox'yz 



— i ». +y, -fa 

. Oxy' a 



+ 35 , y, +5 

Oxy*' 



+x, +y , z 

. Oxy'*' 



+®. — y, —a 

. Ox'ys' 



— +Jf, —3 

. Ox'y'z 



—x, — y, -'-2 

. Ox'yV 

• 


— x , — y , — z 



Conoscendo la regione Oxyz 
in cui un punto M è situato , 
per determinarne la situazione 
con una geometrica costruzio- 
ne, preso sui tre assi Ox, 
Oy, Os lunghezze 0 p, Oy, Or 
rcspcltivamcntc eguali alle date 
coordinate, si formi il paralle- 
lepipedo OPQR, che ha per 
(re costole adiacenti tali lun- 
jliczec. il vertice M opposto all'origine 0 è il punto richiesto 
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Infatti per esso abbiamo MP=Or=s, MR=Op=y, MQ=0}=®. 

Pertanto, nota la situazione di un punto nello spazio, in gran- 
dezza e direzione sono parimente note le sue coordinate; inversa- 
mente queste essendo date ne resulta determinata la sua posizione. 

I sistemi di assi coordinati nei quali gli angoli che a due a 
due questi formano sono qualunque vengono chiamali sistemi obli- 
quangoli ; quelli poi in cui tali angoli sono retti sono detti ortogo- 
nali o rettangolari. 

Abbassata da un punto una perpendicolare sopra un piano od 
un asse, il suo piede nominasi projesione ortogonale del punto sul 
piano o sull'asse dato. Le coordinate rettangolari di un punto, che 
sono le perpendicolari da esso tirate sui tre piani coordinati , egua- 
gliano e quella che projetta ortogonalmente il punto sovra uno di 
questi e le due coordinale della j>rojezione ottenuta; eguagliano an- 
che i segmenti compresi sugli assi fra le prejezioni ortogonali del 
punto, e la origine, ed affetti del segno che appartiene al ramo 
dell'asse su cui sono contati- 

Pertanto indicate con a, b, e, le coordinate di un punto, la 
sua posizione viene espressa dalle tre equazioni, m=o, y~b, x=x: 
cosicché ad ogni sistema di valori reali attribuiti alle quantità a, 
b, e, corrisponde un punto nello spazio ed inversamente per ogni 
punto dato si ottengono per esse particolari valori. 

Allorché una delle tre coordinate di un punto è nulla , esso 
giace mi piano delle altre due coordinate: per conseguenza le tre 
equazioni a?=0, y=b, s=e rappresentano un punto del piano yz, 
le w=a , y=0 , *=c un punto del piano sm , e le w=a , y—b , 
x= 0 uno del piano aoy. 

Quando due delle tre coordinate di un punto sono nulle, esso 
giace sull' asse relativo alla rimanente coordinata ; perciò le equa- 
zioni ®=o, y=o, x—c convengono ad un punto sull’Jasse delle z, 
le ®=0, jf=6 , s=0 ad un punto sull’ asse delle y , e le ®c=o, 
t/=0, z— 0 ad uno sull'asse delle a>. Infine l'origine, essendo la in- 
tersezione dei tre assi, è espressa da ®=0, y~0, z—0. 


Digitized by Google 



172 

3. Coordinale polari. Altro modo di effettuare la determina- 
zione di un punto nello spazio di frequente usato è il sistema 
delle coordinate polari. In questo ai considera un piano direttore, 
in cui giace un asse polare sul quale è preso un punto fisso, polo. 
Elevata nel polo O sul piano direttore DD' una perpendicolare 
Os, le coordinate polari che definiscono la situazione del punto M 
nello spazio sono: 1 .° la distanza, OM=r del punto dal polo, ( rag- 
gio vettore ), 2.° l'angolo zOM=9 che questo forma colla perpendico- 
lare Oz; 3* l'angolo rettilineo ^ avente in 0 il vertice che misu- 
ra l'angolo diedro compreso fra il piano verticale tiralo per il rag- 
gio vettore coll’altro che passa per l’asse polare. Gli angoli 9, ^ 
possono variare, il primo da 0° a 360°, l'altro da 0° a 180*. 

4 . Immaginiamo una superficie qualunque riferita al sistema 
di assi ortogonali Qaoyz preso i^ uno dei piani coordinati, nel 
piano ay , un punto qualunque m , ( x=a , y=b ) , questo può 
essere considerato come la projezione sopra xy di uno o di più 
punti M della superficie, di modo che elevando una parallela al- 
l’asse zOz\ i segmenti di questa compresi fra m e la superficie 
sono i valori di z corrispondenti ai punti M. Pertanto, nota essendo 
la superficie, ad ogni sistema individuo di valori attribuiti alle va- 
riabili so, y corrispondono in generale punti di questa, e perciò 
determinali valori di z; laonde z potendo essere espressa per oo, y 
è una funzione di queste variabili la cui natura dipende da quella 
della superficie, funzione che deriva da una relazione sussistente 
frai punti m, M per cui, se costante, nato m si deriva M ed in- 
versamente. Tale funzione, simboleggiata con z— f(m, y) ovvero 
F(®,t/,z)=0 , indicando analiticamente la legge colla quale si suc- 
cedono i punti costituenti la superficie o una qualunque delle pro- 
prietà che geometricamente la definiscono si chiama la sua equa- 
zione. 

Un piano parallelo ad uno dei piani coordinali godendo della 
proprietà d'avere per ogni suo punto la stessa coordinata a tal pia- 
no perpendicolare è da questa proprietà rappresentato. Cosi i’equa- 
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zione x=a esprime il piano paraleilo a sy e da questo distante 
di una lunghezza a, ( ®=0 indica poi il piano zy ); y—b è un 
piano paraleilo a no condotto ad una distanza b , ( y=0 è il pia- 
no zx ) e s=e è un piano parallelo a x y e distante da esso di 
e, ( z=0 è il piano ooy ). • 

Una linea nello spazio potendo sempre essere definita quale in- 
tersezione di due date superficie analiticamente è rappresentata dalle 
due equazioni che a queste corrispondono le quali vengono chiamate 
equazioni della linea. Se si projetta ortogonalmente ogni suo punto 
sopra un piano coordinato la linea in cui sono contenute tali pro- 
iezioni nominasi projetione della linea data, e poiché questa ha tre 
projezioni, poste respetlivamente nei piani coy , xz, yt può consi- 
derarsi come intersezione di due qualunque dei tre cilindri retti 
che hanno quelle per base e per generatrice una retta parallela 
all'asse perpendicolare al piano coordinato di proiezione. 

Una retta parallela ad uno degli assi coordinati è l'intersezio- 
ne di due piani respetlivamente paralleli ai piani coordinati che 
tale asse contengono, e perciò dalle loro equazioni è pienamente 
determinata. Cosi le due equazioni oo=a, y=b indicano una retta 
paralella all’asse della z, le x=a, z=c una parallela all’asse delle 
y t e le y--b , z=e una parallela all’asse delle ®: e le x=0 , 
y—0 ; a>= 0, z=0; y=0 , z=0 respetlivamente gli assi Oz, 
Oy, C te 


Interpelratlone delle eqaamlonl. 


5. Sia data la equazione 

(f) fi «> y, * )=o, 

la quale significa tale relazione fra le tre variabili x, y, z per cui 
una di esse può essere determinata mediante le altre due che ri- 
mangono sempre arbitrarie. Si supponga risoluta per », o si consi- 
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deri la equazione z=F(®,y), nella quale ritenendo x,y per le ea- 
riabili indipendenti, la x è la funzione. Preso il sistema ortogonale 
di assi Oxyz, e nel piano ccy il punto m (®=a, y—fi) in esso si 
elevi una retta parallela all’asse delle as'Os, e da m si misuri su 
questo una lunghezza eguale alla quantità F(«,p), il punto M che 
resulta ha per coordinate valori che soddisfano all'equazione data (1). 
Procedendo in simil modo si ottiene una serie di punti i quali co- 
stituiscono una superficie poiché sopra ogni coordinata parallela al- 
l'asse delle x ed inalzata in un punto m del piano ccy sta un uni- 
co punto M. 

Se l’equazione (1) dà per x più valori 

(2) *=F,(<r,y). *=F,(m,y), *=F i (<r,j/), 

essa rappresenta punti le cui coordinate soddisfano adequazioni (2), 
e quindi una superficie costituita di più falde. Sopra t'ordinala con- 
dotta da m parallelamente ad Oz possono giacere più punti M, di 
eui ciascuno in generale appartiene ad una sola falda. 

I valori arbitrari a e fi. attribuiti alle variabili <c,y, che defi- 
niscono il punto m devono non solamente essere quantità reali, 
ma dare inoltre per x valori reali. Se questa condizione non sus- 
siste o se la (1) non è soddisfatta da valori reali di w, y, x, essa 
non ammette alcuna geometrica interpetrazione. 

Se la (1) può decomporsi in altre equazioni distinte, le urie 
dall’altre indipendenti, o se 

f[x,y,z)=f t {x,yj)Xf t (x,y,z)Xf 3 {a>,yfl)X- - . =0, 

essa rappresenta tante distinte superficie date dalle equazioni 

/■,(®.y. s )=o ; . . . 

Ogni equazione che solamente contenga due variabili rappre- 
senta sempre una superficie, ma appartenente ad una particolare 
specie. Siano l’ equazioni 
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flx,y)= 0, /;(!/,*)= 0, /,(«/,*)= 0, 

delle quali la prima è soddisfatta da coppie di valori per a? e per 
y, indipendentemente dalla *, la seconda da valori per a; e per s, 
indipendentemente dalla y , la terza da valori per y e per a indi- 
pendentemente da x. Per ritrovare il loro significato geometrico, 
preso un sistema ortogonale di assi, per 0, nel piano xy 

si determinino lutti i punti m ( i quali evidentemente costituisco- 
no una curva ) fra le cui coordinale x, y sussista la relazione si- 
gnificata da tale equazione; quindi si elevi da uno di questi m 
una parallela all'asse Oz, i punti dello spazio che in questa giaccio- 
no sono tali che hanno per projezìone ortogonale sopra xy il punto 
m, c perciò hanno con questo le medesime coordinate x,y. Laon- 
de l’equazione f(x,y )— 0 rappresenta una tale superfìcie, nominata 
superficie cilindrica, che è generata da una retta, generatrice , la 
quale scorre parallelamente a se stessa ed all' asse z lungo una 
curva, direttrice, posta sul piano xy e che in questo ha per 
equazione f{x,y )— 0. In simil modo si deduce che l’equazione 
f[x,z)—0, rappresenta una superficie cilindrica la cui generatrice è 
parallela all'asse Oy e la cui direttrice è la curva nel piano xy 
data dalla /{®,z)=0, e che l’equazione f( y,*)=0 rappresenta pari- 
mente una superfìcie cilindrica la cui generatrice è parallela al- 
l'asse Cto, e che ha per direttrice nel piano yz la curva f[y,x)=z0. 

Ogni equazione algebrica che solo contenga una variabile rap- 
presenta un sistema di piani. Sia l'equazione f{x )=. 0 di grado m 
essendo essa soddisfatta da m valori reali od immaginari di x, de- 
signati con a,, a s , ..., prende necessiariamente la forma, 

fix)=H{x — «,) (*—*,) (a— * 3 ) . . . {x-x m )=0, 
c però si scinde nelle m equazioni lineari 

j5=*,, x=* t , x=x v . . . x =zst m , 

delle quali quelle che contengono una radice immaginaria non han- 
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no alcuna geometrica significazione, mentre le altre rappresentano 
un sistema di piani paralleli al piano coordinato ty, il cui numero 
eguaglia quello delle radici reali di tale equazione. Parimente f[y)=0, 
f[ s)=0, convengono a piani respettivamente paralleli a zx, a xy. 

6. Due equazioni che simultaneamente esistono fra tre varia- 
bili x, y, s, rappresentano una curva in quanto che ogni punto 
dello spazio le cui coordinate ad esse soddisfano deve giacere so- 
pra le due superficie che esse, prese isolatamente, significano, e 
perciò deve appartenere alla linea seoondo cui s’ intersecano. E sic- 
come delle date equazioni si derivano, insieme combinandole in 
vari modi, infiniti sistemi d’altre equazioni ad esse equivalenti , così 
la medesima linea dello spazio può essere analiticamente espressa 
in molte forme diverse come geometricamente può considerarsi ge- 
nerata dalla intersezione di superficie svariatissime. 

Si abbia la linea definita dalle equazioni 

(!) F(«,y,s)=0 , F 1 (a>,y,i)=0: 

fra queste successivamente eliminando una delle variabili, c due a 
due insieme combinando le resultanti ottenute, 

?>,(*, t/)=0 , P,{x, z)=0 , *„(«/, *)=0 , 

i sistemi 

(2) o,(®,y)= 0 , *,(®,s)=0; *,(®,y)=0, ^(y,*)=0; 

, z)=0, * 3 (t/,z)=0, 

equivalenti alle (!) esprìmono con queste la medesima linea, la 
quale per tal modo può ritenersi quale intersezione di due super- 
ficie cilindriche rispettivamente parallele a due dei tre assi coordi- 
nati. Tali superficie cilindriche nominansi cilindri projettanti la cur- 
va sui piani coordinati, e le loro direttrici sue projesioni (n* 4). 

Tre equazioni simultaneamente esistenti fra le tre coordinate 
variabili x, y, t, dando per queste un numero in generale detcr- 
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minato di sistemi di valori atti a soddisfarle, esprimono punti del 
lo spazio non costituenti una linea, ne una superficie. 


Prsjeilooi. 


7. La prelezione ortogonale ( n* 4 ) di una linea topra una 
retta fissa od asse owero sopra un piano fisso è la linea in cui giac- 
ciono le projesioni di tutti i suoi punti ; quindi la projezione di una 
retta di determinata lunghezza eguaglia la retta che congiunge le pro- 
iezioni dei suoi punti estremi. Allorché una o più linee insieme con- 
giunte chiudono un area piana , l'area compresa nella projezione di 
tali linee su di un piano fisso è detta la sua projezione. 

Teorema I. La projezione ortogonale di una retta limitala so- 
vra un asse eguaglia il prodotto della retta stessa per il coseno del- 
V angolo che essa forma coll' asse. 

Abbassando dalle estremità della lunghezza data perpendico- 
lari sull’ asse , il segmento frai piedi di queste compreso è la sua 
ortogonale projezione : e se uno dei punti estremi della retta giace 
sull’asse, immediatamente resulta il Teorema enunciato osservando 
essere la projezione il cateto di un triangolo rettangolo la cui ipote- 
nusa è la retta data, e di cui l’angolo ad esso adjacenle è l’ angolo 
d’ inclinazione. Nel caso generale pei punti estremi A e B della 
retta si conducano piani perpendicolari all' asse, e siano a e b i 
punti nei quali respeltivamente lo seghino: da A sia tirata una 
retta parallela all’asse ab e sia prolungata fino in C, punto ove 
incontra il piano che passa per B. Le rette AC , ab sono paral- 
lele perchè normali ad un medesimo piano , e sono equali perchè 
comprese fra piani paralleli. Inoltre ricordando che l'angolo di due 
rette non contenute nel medesimo piano eguaglia 1' angolo com- 
preso fra una di esse ed una retta menata da un punto di questa 
parallelamente all’altra , è evidente essere l' angolo B A C eguale 

étvmd. Ana/ti. • 23 
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all'angolo d’inclinazione di AB sovra 1 asse ah. Laonde abbiamo 
oò=AC=AB . cojBAC. 

Corollario. 1. Avendo una linea poligonale ABCDE ed un asse 
LL, e convenendo di misurare gli angoli di iuclinazione di ogni 
•uo lato AB, BC, . . , EA sopra LL, tulli nella medesima direzio- 
ne, la sua proiezione abcde sull'asse resulta composta delle singo- 
le proiezioni ab, bc , cd, de, dei lati, prese positive o negative 
secondo cbe acuti od ottusi sono gli angoli d’inclinazione che le 
corrispondono, ed è sempre compresa frai punti a, e proiezioni 
dei suoi punti estremi A, E. Pertanto dalla equazione 

ae~ab-\~bc f-rd-J de 

si trae il Teorema : la somma algebrica delle projczioni dei lati di 
una linea poligonale eguaglia la proiezione della retta che ne uni- 
sce i punti estremi. 

Corollario II. Sia la retta AB nello spazio ed i tre assi or- 
togonali Oxyz : conducendo da A tre rette Ax', A y', As' a questi 
respettivamente parallele , è evidente come le proiezioni di AB so- 
pra due assi paralleli Ox, Ax', od Oy, Ay' od Os, Ai' siano eguali. 
Perciò alle proiezioni di AB sul sistema Ozxy, possono venire so- 
stituite quelle formate sul sistema Ax'y'z'. Queste però coincidono 
colle costole concorrenti in A di un parallelepipìdo rettangolo aven- 
te AB per diagonale- Per conseguenza abbiamo che il quadralo 
della retta AB è uguale alla somma dei quadrati delle Ire sue pro- 
iezioni sopra Ire assi ortogonali. 

Corollario III. Designando con l la retta data AB, con l x , i r , 
l, le sue proiezioni sugli assi 0®, Oy, 0* e con a, (3, y gli angoli 
che essa respettivamente forma con questi, abbiamo le relazioni 

(») . 

(2) t„=l cos se , ly—l cos fi, h=l cos y , 
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dalle quali immediatamente ai trae, 

(3) I =cos’<* {-cos'fi-^-cos'y. 

Quindi la somma dei quadrali dei coseni degl' angoli d’ inclinazione 
di una retta su tre assi coordinati ortogonali , ( nominati suoi coseni 
di direzione ) eguaglia f unità. 

Tborrma 11. Avendo due rette nello spazio AB, LM le quali ri- 
ferite ad un sistema ortogonale di assi coordinati abbiano per cose- 
ni di direzione , la prima cosci, cos fi , cosy , l'altra cos », , casfi t , 
cosy t , f angolo 0 che esse comprendono è determinato dalla re- 
lazione, 

(4) eoi 0 = cos a. cos a, 4 -coi fi cos /3,-j-coi y cos y r 

Conducendo dall'origine 0 del sistema le rette Oo, 01 respet- 
livamente parallele alle rette date AB, LM, esse formano e fra loro 
e cogli assi angoli eguali a quelli che a queste corrìapondono e 
perciò le possono essere sostituite. Preso sopra ciascuna di esse 
da 0 segmenti 06, Om eguali alla unità , 06=0m=1, e tirata la 
eoogiungenle bm, dal triangolo che ne resulta si trae 
6m’=2 — 2eos0. Ma notando che 6m è la retta la quale unisce i 
punti estremi della linea poligonale moò, per le sue proiezioni soi 
tre assi Ose, Oy, Oz si hanno le espressioni: 

( cos », — cos x) , ( coi fi, — cos fi), ( cosy, — coi y j, 

e perciò no consegue: 

»it’=2 — 2cos8=( coi x , — ros x )*-(-( eoi fi t — cos fi )*-[-( cos y f — co* y )*. 
Sviluppando] e riducendo per la formula (3) si ottiene: 
cos 0==eo s x cos x t -\ -cos fi cos fi t -\-cos y eosy,. 
Corollario. Elevando a quadrato ambo i membri della for- 
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mula (4) e sottraendoli dalla unità, si deduce 

— (cos a. cos x t -\-cos fi cos /3 ( — f-cos y cos y,)* 

ovvero per la (3) . , v 

sen' 0= ros ! a-f-cos’ /S— f— cos* y) (cos'agi cos'fi^'-cos' y,ì — 

(cos a cos a 1 -|-coj fi cos p ( -j-cos y cos y,)* : 

laonde eseguile le indicate operazioni questa si trasforma nella for- 
mula che esprime il seno dell' angolo di due rette pei loro coseni 
di direzione, 

(5) sen * 0=(cos fi cos y t — cos fi t <osy)*-|-(eos y cos a, — cos y t cosstf 
(catctcosfi l — cos ficosa 

8. Problema I. Essendo date le projezioni l x , /„ I, di una retta 
l sopra Ire assi coordinati ortogonali Ozxy, ed una retta fìssa od 
asse LL, i cui coseni di direzione siano cos a , cos fi , cos y, deter- 
minare la lunghezza l, 2.° i suoi coseni di direzione, cosà, cosp, 
cos v, ( A angolo d'inclinazione sull'asse Ox, p udì' asse Oy, t sul- 
l'asse Oz ) : 3.° la sua projezione sull'asse LL,. 

Dalle formule (1), (2) immediatamente si trae; 

»— V'C’TVTPT e0t A=, X : cos p=l y : vV p/ y s 7,\ 

cos T=l. : 

Inoltre, indicato con 0 l'angolo che le rette l e LL, insieme 
comprendono, abbiamo; 

p=l cos 0—l(cos a cos A-j-cos fi cos p -(-cos y così r ) 

(4 ) p=l x cos a.-\-l y cos fi-\-l,cos y. 

Donde, osservando essere licosa, l y cosfi, hcosy, le proiezioni di 


Digitized by Google 


181 

/ c , l y , l, sull’asse LL,, si deduce la proposizione : che la projezione 
di una retta l sopra un' altra LL, si ottiene determinando le sue pro- 
iezioni sopra tre assi ortogonali e prendendo la somma delle proie- 
zioni di queste sidla seconda retta LL,. 

Problema il. Avendo due punti M(a?,i/,3,), riferiti ad 

un sistema ortogonale di assi O xyz esprimerne la distanza S in 
funzione delle loro coordinate. 

Le coordinate di M, e di M' essendo le projezioni delle rette 
OM, OM' sugli assi , e J essendo la congiungente dei punti estre- 
mi M, M' della linea poligonale MOM' evidentemente abbiamo 

®, , Syr=y—,j t , 5,=s — z, : 

ed in conseguenza 

( 2 ) ¥,)’+(*— *,)*. 

Corollario I. Indicato con cosa, cos fi, cosy i coseni di dire- 
zione di S. per la (2) le loro espressioni sono 

(3) cos a =[x~x t ) : V^-cc^fy —y ztf, 
cos fi = (y-y t ) : V^a^-fC/ -y,) s +(s -*,)*. 
cos y= (*,-*,) : V(® a -o>, )’+(;/ -y,)’+(s -=,)’• 

Corollario II. Dati nello spazio i punti A(x l y i z i ) , , 

C^jt/jSj) riferiti ad un sistema Ortogonale di assi, esprimere l'area 
A del triangolo ABC di cui essi sono i vertici in funzione delle 
loro coordinate. 

Indicando con S, J,, i due lati adiacenti AB, AC, con 0 l’an- 
golo compreso, con cosa, cos fi, cosy; cosa,, cos fi t , cosy , i loro 
coseni di direzione, per le (3) abbiamo, 

cosalo»,— x t ):S, cos fi —(y—y { ) : J, cos y =(z t —z,) : <S 
cos «,=(«,— a?, ):<S,, cosfi l —(y ir -y,) :S l , cos y ,={*,— s,) ;$ t . 
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e per la (5) n.* 7 

«<■»’ fl=[^(y,*J+(».*i)-r (VA) ) -f 

+( M + (®,y 3 ì + (®s!/.)) ] : w .‘ 

Ma l'area A fe espressa da 2A— W t se/i 9, perciò sostituendo si ot- 
tiene 

(*) A =^‘-^/^(y,* 1 )+(y,*j)+(JA)) +((*1®-^ 1 ^ x i) 

ky/.ì)- 

9. Teohrma. La projezione di una arra piana sopra un piano 
/isso eguaglia il jirodotto dell' area medesima per il coseno dell ' an- 
golo rettilineo il quale misura l angolo diedro formato dai due 
piani. 

In primo luogo consideriamo un triangolo ABC la cui base 

CB sia parallela al piano fìs- 
so'; la sua projezione ab c è 
un triangolo in cui il lato a e 
è eguale e parallelo ad A B. 
Per il vertice B condotto un 
piano perpendicolare a CB sia- 
no P , p i punti in cui sega 
CB, c 6 , punti dei quali il se- 
condo è la projezione del pri- 
mo , e che sono i piedi delle 
altezze dei due triangoli; nominalo tj l’angolo che queste formano, 
abbiamo 



ABC=^.CB.AP, a6e=^.6r.«p, np=AP . cos j, 
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e perciò «i>c=i.CB.AP.eos0,=ABCcos0. é essendo l'angolo ret- 
tilineo corrispondente ai due piani ABC, abc. 

In secondo luogo avendo 
il triangolo ABC situato comun- 
que nello spazio , per uno dei 
suoi vertici A, sia menato un 
piano parallelo a quello fisso 
MN, e sia AD la retta secondo 
cui taglia il piano del dato trian- 
golo, e sia D il punto in cui 
le rette CB , AD 6Ì intersecano. 
Le projezioni di una stessa area 
su piani paralleli essendo eguali , si projettino i triangoli CAD. 
BAD, ABC sul piano ADfc, c nominato j) l'angolo rettilineo dei pia- 
ni ABC, MN abbiamo 

cAD=CAD. cos 6, 6AD=BAD . cos 5 : 



e quindi 

(I) cAb—bAD — cAD=(BAD — CAD) cos 9= ABC cos fl. 

Un poligono P potendo essere decomposto in triangoli, le cui 
proiezioni formano la sua proiezione p, dalla (1) si trae immedia- 
tamente p= P eos J. Inoltre questa formula può essere estesa alle 
aree curvilinee, adoperando il metodo dei limiti, in quanto che 
possono essere considerate come limiti di poligoni in esse inscrit- 
ti o ad esse circoscritti. 

Corollabio I. Siccome l’angolo rettilineo di due piani eguaglia 
quello compreso da due rette a questi respettivamente perpendi- 
colari , cosi 1' area piana A normale alla retta la quale riferita al 
sistema ortogonale di assi 0 zxy è in direzione determinata dei coseni 
cosa, cos ji, cosy, ha per angoli d'inclinazione sui piani coordinati 
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ij z, zx, xij rcspettivamenle gli angoli a, {ì, y. Laonde , denotando 
con A x , A,, A., le projezioni di A sui piani sy, zx, xy , abbiamo 

(2) A x — A cosa, A,=A cos/3, Ai— A cosy 
ed inoltre per la (3) n.* 7, 

(3) A*=AJH-A/+A,*. 

Dalla quale si deduce il Teorema: il quadralo di una area piana 
è eguale alla somma dei i/uadrati delle sue projezioni sopra tre pia- 
ni scambievolmente perpendicolari. 

Corollario li. Determinare la espressione del volume di una 
piramide triangolare in funzione delle coordinale rettangolari dei 
suoi vertici 

Siano a{x l y l z t ), b(x l y i z t ), c(a> } y,z 3 ), d(x t y i z i ) i quattro vertici 
della piramide V riferiti ai sistema ortogonale di assi Oxyz: c 
designalo con A 1' area del triangolo bcd preso per base della pi- 
ramide, con h la sua altezza o la perpendicolare ap abbassata dal 

\ 

vertice a sul piano bcd, abbiamo V=^A . h Ma notando come h 

sia la projezione della costola ab sopra up e perciò eguagli la 
somma delle projezioni sopra ap delle tre projezioni di a 6 sugli 
assi, si ottiene la espressione : 

li=(x l —x j )cos(h,x)+(y i —y i )cos(h,y)-j-(z l —z i )cos(h, 2 ). 

Però, Corollario I, l'angolo (hp>) eguaglia l’angolo che il piano della 
base A forma col piano cordinato zy , {h,y) quello di A con zx , 
(h,z) quello di A con xy: donde per le formule (£} i coseni di tali 
angoli sono espressi dalle 

coi(A,x)=A x : A, co$[h,y)—A y : A, cos{h, s)=A» : A 

e quindi 
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(4) h: J\x,— w t )A x +i (</,— S,)Ah-(*— *.) A,J : A. 

Sostituendo, [ter il volume della piramide, deriva la espressione : 

(5) v== s[ : *~ *>jK+(y— y,)M (»« — 3 ,) A *] 

Ricordando essere ( pag. 55 ), 
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Trairoraulme delle Coerdlnate. 


10. L’origine e la direzione degli assi coordinati a cui la po- 
sizione di un punto nello spazio è riferita essendo arbitrarie, e la 
soluzione dei particolari problemi riduccndosi più semplice ed eie- 
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gante scegliendoli convenientemente è necessario stabilire le re- 
lazioni che devono aver luogo fra le coordinate di un medesimo 
punto prese relativamente a due sistemi diversi d' assi coordinati , 
mediante le quali si può all'uno l'altro sostituire e ad una equa- 
zione attribuire forme differenti. Il passaggio da un sistema ad un 
secondo, ambedue obliquiangoli, si può effettuare, l.° cambiando uni- 
camente l’origine e mantenendo inalterata la direzione degli assi, 
li.* tenuta fìssa l’origine variando la direzione degli assi. 

Problema I. Trasformare il sistema obliquiangolo d'assi Osxy 
in altro che abbia in 0\x=a, y—b, z=c) la origine e i nuovi assi 
O'Z, OT, O'X respettivamente paralleli ai primitivi 0 z, Oy, Ose. 

Preso un punto qualunque M dello spazio, ed indicato con x, 
y, 2 le sue coordinate nel primo sistema, con X, Y, Z quelle nel 
secondo, poiché le projezioni di O'M su due assi paralleli sono 
eguali e sono espresse da x — a, X sopra Oa?, O'X; y — 6, Y sopra 
Oy , O'Y ; z — e, Z sopra Os, O'Z abbiamo 

(1) X=® — a, Y=y — b, Z=z — r; ovvero 

(2) sc=X-H», y=Y -f-6, z=Z-|-c. 

Problema. II. Trasformare il sistema obliquangolo dossi Oixy, 
tn altro OZYX parimente obliquangolo ma che abbia col precedente 
fa medesima origine. 

Convenendo di rappresentare l’angolo chiuso da due rette 
concorrenti, 0®, Oy, mediante il simbolo x,y composto delle lette- 
re che denotano ciascuna retta, la soluzione di questo problema 
s’ottiene facilmente adoperando le projezioni ortogonali, metodo im- 
maginato da Frangais. 

Siano [x, y, s), (X,Y,Z) le coordinate di un punto M nello spa- 
zio prese e nel primitivo e nel nuovo sistema: s'elevino in 0 sui 
piani coordinati xy, zx, zy le perpendicolari 0N\ ON', ON , e so- 
pra ciascuna di queste si projettino le linee spezzate , 

X-j-Y-j-Z che congiungono i punti M ed 0. Le loro projezioni ef- 
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fetluate sulla medesima retta essendo equali , ed osservando che 
gli angoli, (N',a;) , (N',t/) , (N',®) , (N',s), (N,t/), (N,s) sono retti, e 
perciò i loro coseni sono nulli , immediatamente si ottengono le 
equazioni di trasformazione : 

(3) scoi(N , .s)=Xcoj(N , ,X)-(-Yco*(N',Y)-j-Zcos(N , ,Z) proiettando sopra ON' 
yeos(N'y)=Xeos(N',X}+Yca»(N',Y)+Zcos(N',Z) » ON' 

<rcos(N,x)=Xeos(N, X)-f Ycos(N, Y)-| Z co*(N, Z) » ON 

Corollario I. Il primitivo sistema è ortogonale. Le normali 
ON", ON', ON coincidendo respettivamcnte coi primitivi assi delle 
s, delle y, delle oc, gli angoli (N",z), (N',t/) , (N,x) sono nulli: po- 
sto per brevità, 

fos(®,X)=o, ros(x,Y)=6, cos(x,Z)—c\ cos{y,X)—a\ cos(y,Y)=b', 
cos(y, Z)=c'; cos(z,X)=a\ cos{z,Y)=b\ cos[z,Z)=c" 

le formule (3) divengono: 

( 4 ) x=aX-|-ÒY f-cZ, x=a'X-j6'Y-f-c'Z, s=a"X-{-VY+e"Z. 

Poiché il sistema 0 zxy è ortogonale frai cosejii di direzione a, a', 
a"; 6, 6', 6''; e, e’, e" dei nuovi assi hanno luogo le relazioni: 

(5) a , -(-o' , -j r a! n =\, e *+c' , -)-e w =4. 

Corollario IL Ambedue i sistemi coordinati sono ortogonali. 
Avendo 

1 . 

eos(X,Y)=nà-f-aV-f-a''6", co<X,Z)=rae-f aV-f-aV', 
cos(Y,Z)==6c-fòV-f-6V', 

oltre le relazioni (5) sussistono anche le tre seguenti: 

(6) oà (-t»'6 / -fa"6"=0, ar-faV -f e"a"=0, 6c + b'c'-f 6"c"=0. 
Dimodoché fra i nove coseni di direzione dovendo aver luogo sei 
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equazioni ili condizione, solamente Ire rimangono indeterminati. 

Alle formule (5), (G) altre possono sostituirsi, in quanto che, 
essendo OZXY un sistema ortogonale, i primitivi assi e formano 
due a. due angoli retti, e i loro coseni di direzione verificano con- 
dizioni simili alle precedenti. Laonde abbiamo : 

(7) «* !-6*+c*=», — * 

(8) a'a"-\~b‘b"- 1 c'c''—0, a"a-\~b’b j-c"c=0, na'-|-b6'-j-cc'=0. 

Corollario ili. Kltminando Y, Z. fra le equazioni (4), si ot- 
tiene la 

R . X=x(6'c")-j-i/(6"e)+*(6c'), D^a(b'e")-f «'(b'7)+a"(br'), 

da cui si deducono le 

a=(6'c") : D , a'=[b r c) : D, ff"=(bc') : D. 

Sostituendo queste espressioni nella prima dalle formule (5) , essa 
si trasforma nella 

i)«= 6vy 

la quale, aggiungendo r togliendo ni suo seconde membro la quan- 
tità b V’ li V’-{- bV, diviene, 

l)*=:6* j— 6 * ! b^jte'-fc^fe'*)— ;bc j-bV+bY')*, 

ovvero per le (oj e ,G), 

(9) l.*=1 , o D=±1 
Per conseguenza si hanno le formule . 

(10) a=d='b'c"), a'=^b'c), a=ztr(6c'j. 

In simile modo operando si determinano pure le seguenti : 

(11) b— s-lr'o") , h'~ ztz{c"a), h"—±!ra j \ 
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( 12 ) 


c — ztz (a'b''j, c'=±(a"6), c"=±(afc'). 


Le relazioni (9), (10), (11) sono dovute a Lagrange. 

11. Le formole di trasformazione n.° 10 che si adoperano nel 
caso in cui ambedue i sistemi di assi sono rettangolari contengono 
nove quantità, delle qual : , sussistendo fra esse sei equazioni di condi- 
ne, tre sole rimangono indipendenti. Eulero , assumendo per deter- 
minare completamente la direzione dei nuovi assi tre angoli, stabili 
formule involventi queste sole quantità. Indicando con Oxyz il pri- 
mitivo sistema di assi e con 
OXYZ il nuovo, con Ox, la 
retta d' intersezione dei piaci 
xy, XY, Eulero scelse per de- 
finire il nuovo sistema — l'an- 
golo, xOx,=?>, che la Ox, for- 
ma col primitivo asse delle x, 
— l'angolo, XOx,=vJ/, che la 
0®, forma col nuovo asse delle 
X — l'angolo, Z<Jz=fl, com- 
preso dal primitivo e dal nuo- 
vo asse delle 3, che misura l'angolo diedro dei piani xy , XY. 
Per effettuare la trasformazione, conviene. 1° rimanendo fisso l'asse 
Oz, intorno a questo, far ruotare il dato sistema O zxij dell’ango- 
lo p cioè fino a tanto che l' asse Ox coincida con Ox, , ed esso 
prenda la posizione Ozx t y t , Oy, essendo normale ad Ox, nel 
pianò xy, 2.° tenendo di poi fisso l'asse O.r, intorno a questo far 
ruotare il sistema Ozx,y, dell'angolo 0 cioè in modo che il primi- 
tivo asse delle z cada sul nuovo ed esso divenga OZ <J ] x t , Oy, es- 
sendo normale ad Ox, nel piano XY, 3.° finalmente tenendo fisso 
lasse OZ, intorno a questo far ruotare il sistema OZi/,x, dell’an- 
golo \[/ , cioè , facendo coincidere Ox, con OX e per conseguenza 
OZy t x, col nuovo sistema OZYX. Nella prima rotazione dentro il 
piano xy si passa dagli assi ortogonali Oyx , agli altri pure orto- 
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gonali Oi/,®,, mediante le formule: 

(a) x=a? 1 r osp — y t senp, y~x t senp-\-y t cosp : 

nella seconda , entro il piano zy t si cambiano gli assi 0=y, negli 
altri OZt/j, ambo rettangolari, per le formule : 

i(>J r=lcos fl-f-y 4 sen 9. y t = — Zien $ j-j^ros J, 

( $ essendo negativo per il senso in cui si effettua la rotazione ) 
ed in fine nell' ultima entro il piano XY si mutano negli assi or- 
togonali OXY gli altri ortogonali Ox t y t , per le equazioni 

(e) ®,= Xeon {/ — YsenvJ/, y i =Xsem(' f-Ycosrf/. 

Eliminando fra le (o), (6), (e) le quantità sussidiarie j, , y t , y t si 
hanno le dimandate formule di trasformazione (1) 

®=X ( cospcos^ — cos^tenpsen^i) — Y (costieri 4< -! cos$senpteml/) -j -Zsen^senp 
y=\(sfnpcos\l/-\-cos6cospsen\l/) — Y(senpsrmf/ — rosflco.ipsenvj ') — '/.sentjcnsp 
*=Xjen6*envf/-f YsCTiflros4/-j~Zrns0. 

Corollario. Confrontando le (1) con quelle (4) del n.® 10, i 
coseni di direzione dei nuovi assi relativamente ai primitivi, sono 
espressi in funzione degli angoli p, \J/, () per le equazioni 

a =roj?>ctìsvJ/ — casOsenpseinl/, bz=-(cospsem]/~ : cosgsenpcostj/), c=sen$senp 
a'—senpcos\l>-^-em$cospsen4',l>'~ -(senpsemj / — cosQcasp senxj/'], c‘—-sen/)cosp 
<r=*eni semi' ,b''=senicot$/ , c"—cosl). 

12. Problema. Trasformare un sistema (li coordinale rettilinee 
ortogonali Oxyz in un siitema di coordinate polari in cui il polo 
coincide colla origine 0, f asse polare coll'asse Ox, il piana diret- 
tore col piano xy. 

Sia M un punto dello spazio ed in la sua projezione sol pia- 
no xy: s’ indichino le sue coordinate rettilinee con x,y,z c le po- 
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lari con p, 0, vf-, le proiezioni di OM sull' asse coordinato 0*, « 
di O m sopra gli assi O*, Oy respcllivamente eguagliano s, x, y. 
Laonde (n* 7) abbiamo: 


i—pcosQ, Um—pcos^* — Ù^=fsen ( |, x=Omcos\p, 
y=0 mcos (— — ip^—Omsernl/, 


(1) z=pcos$ , y=psen6seml' , x=pten(/c<>sj/. 

Corollario. Trasformare il sistema di coordinale polari in mi 
sistema ortogonale di coordinale rettilinee avente la origine nel polo, 
per asse delle x l'asse polare , per piano delle xy il piano direttore. 

Elevando a quadrato le formule (1) ed addizionandole, poiché 
si ba (a) j/’-j -x'^p'serff) si ottiene per resultalo p'=x ,J r y , -\-z* ; 
dividendo la (a) per z‘rr^‘cos’0, e la seconda delle (1) per la terza, 

derivano le — =tang'Q, ® —tany\p : di modo che le richieste 

Z OD 

formule di trasformazione sono : 

(2) tangt=^È?, ^ C0 ‘#= v 7^q^^V 


('laaslfleamlone dalle ■uperilcle- 

13. Le superficie si distingubno in algebriche ed in trascen- 
denti secondo che le equazioni fra le coordinate variabili di un punto 
su di esse giacente sono algebriche o trascendenti. 

Teorema 1. Riferendo una superficie algebrica, a due diversi si- 
stemi di assi, 0*1/3, O'XYZ, le equazioni che la rappresentano han- 
no il medesimo grado. 
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Infatti si* 

(I) F(®,y, z)=0 

{equazione della superfice riferita a un sistema primitivo, e resa ra- 
zionale ed intera abbia il grado eguale ad m. Notando con (se,0,y) 
le coordinate di O' si formano le equazioni rispetto al nuovo sis- 
tema di assi, sestituendo nella (I) ad x,y,z i loro valori dati dalle 
formule di trasformazione : 

x=a+hX4-kY-\-ll, y=Ji \ -h'S. r A'Y-f-fZ, i=y+h"X.+h"Y+l"Z. 

Ma considerando la (1) come somma di termini della forma gene- 
rale Ila: n y p zfl, in cui n-rP-h9^ ,rt . la trasformata resulta parimen- 
te la somma di termini simili al seguente 
H(*4-AX+A-Y-flZ)".(^-(-A'X-filt’Y+l , Z)'.(y fV'X-H''Y-f/"Z)*, 
ovvero a KX'Y^Z’ ; 

in quanto chè, essendo n, p, q, numeri intieri e positivi, ogni suo 
fattore è un polinomio il cui grado non può respettivamente su- 
perare n, p, q : quindi il grado della trasformata non è maggiore 
di m. Ne questo può essere minore di m, poiché ritornando con 
inversa trasformazione dal nuovo al primitivo sistema, non può 
aumentare in questo passaggio il grado della equazione resultante. 

Corollario. Le superficie, a somiglianza delle curve, si divi- 
dono in ordini ; e questi prendono nome dal grado della equazio- 
ne che le esprimono. 

Teorema II. Una superfìcie algebrica dell’ordine m è tagliala da 
un piano secondo ima curva algebrica il cui grado non può supe- 
rare m. 

La equazione della curva d' intersezione si determina riferendo 
la superficie ad un nuovo sistema di assi ÒZYX scelto per modo 
che abbia il piano dato per quello coordinato delle XY, e poi nella 
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equazione trasformata ponendo Z=0. Ma il grado di questa, Teo- 
rema 1 , è m e per conseguenza m o minore di m è il grado 
della equazione della curva d'intersezione che da essa deriva an- 
nullando una variabile. 

Coiollaiio. Una superficie algebrica deir ordine m è tagliala 
da una retta in m punti al più, se questa non giace interamente 
sulla superficie. 

Riferita la superfìcie al nuovo sistema di assi OXYZ in cui 
l'asse OZ coincide colla data retta nella equazione trasformata il cui 
grado è m si devono porre Y=0, Z=0; le radici della equazione 
resultante in X, di grado al più eguale ad m, determinano i pun- 
ti d' intersezione, i quali perciò non superano in numero m. Se la 
retta giace sulla superfìcie la curva secondo cui questa è tagliala 
dal piano XY, non è una curva propria dell' ordine m, ma si com- 
pone della retta stessa e di una curva dell' ordine (m — 1). 


«•creili. 


I. Dimostrare ebe in un poliedro 1' area di una sua faccia 
eguaglia la somma delle aree di tutte le altre, ciascuna mollipli- 
plicala per il coseno dell' angolo d' inclinazione sulla prima faccia. 

II. Dimostrare che in un poliedro la somma dei quadrati del- 
le sue faccie eguaglia il doppio della somma dei prodotti di tutte 
queste, formati moltiplicandole due a due c per il coseno dell'an- 
golo diedro ad esse corrispondente. 

III. Dimostrare che in un tetraedro rettangolare il quadrato della 
faccia opposta all'angolo triedro trirettangolo è eguale alla somma 
dei q ladrati delle altre tre faccie. 

Questo Teorema è dovuto a De Gua. 

IV. In un quadrilatero non piano, sghembo, diviso due lata 

Gaomei. Anali!. 15 
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opposli nel rapporto m:n, e gli altri due nel rapporto m,:n t , le 
rette che congiungono i punti di divisione dei Iati opposti si ta- 
gliano, ed i loro segmenti stanno nel medesimo rapporto dei lati 
opposti che li corrispondono. 

V. In un sistema obliquangolo di assi determinare la distan- 
za di due punti in funzione delle loro coordinate. 

VI. In un sistema obliquangolo di assi determinare le coor- 
dinate del punto che divide, secondo un dato rapporto m:n, una 
lunghezza nota mediante le coordinate dei suoi punti estremi. 

VII. Determinare le coordinate del centro di gravità di un 
triangolo in funzione delle coordinate dei suoi vertici. 

Vili. Determinare le coordinate del centro di gravità di un 
tetraedro in funzione delle ooordinate dei suoi vertici. 

IX. In un sistema obliquangolo di assi determinare la dis- 
tanza di due punti mediante le loro coordinate. 

X. Determinare la diagonale ed il volume di un parallelepi- 
pedo essendo dato tre costole adiacenti e gli angoli che esse com- 
prendono. 

XI. In un sistema obliquangolo di assi , determinare la rela- 
zione che deve aver luogo fra le linee trigonometriche degli an- 
goli che una retta forma cogli assi. 
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CAPITOLO II. 


Bel piano e della retta 


Varie forme della equazione del plano 


1 4. Due processi inversi costituiscono il metodo generale con 
cui la Geometria analitica studia le proprietà della estensione fi- 
gurata , dei quali il primo traducendo in analisi quelle proprietà 
delle linee , delle superfìcie che le caratterizzano ne stabilisce le 
equazioni, l'altro queste analizzando definisce il signiGcato geome- 
trico di cui sono suscettive. 

Problema I. Determinare la equazione di un piano relativa- 
mente a tre assi coordinati ortogonali. 

Una proprietà comune a tutti i punti di un piano , e solo a 
questi è la seguente: elevata nel punto A del piano sopra di 
esso una perpendicolare indeGnila e su questa determinati due 
punti p, q ad eguale distanza da A, e perciò simmetricamente di- 
sposti rispetto al piano medesimo, ogni suo punto M c equidistan- 
te da p, q e per conseguenza le lunghezze Mp, M 7 sono eguali. 

Preso il punto A in modo che la perpendicolare pAq passi 
|*er la origine del sistema 0 , e preso pure O per il punto q, sia- 
no (oo,y,s) le coordinate variabili del punto M del piàno, e (a,à,e) 
quelle costanti di p. Le lunghezze Mp, MO sono date dalle espres- 
sioni 

Mow-j-j'-j-i’ , Mp*=(® — — c )* 
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e perciò la equazione che analiticamente esprime la proprietà ca- 
ratteristica del piano è 

< r*+,/-f s '=(®-a)*+(y-fc) , +(*-e)*, 
ovvero sviluppando e riducendo , 

( 1 ) a® h »y +& =U 

equazione lineare in x,y,z. 

Corollario I Questo metodo fu immaginato da Fourrier. 
Corollario II. In simil modo si ottiene l’equazione del piano 
relativamente ad assi obliquangoli. 

Denotando con A, fz , ir, gli angoli compresi fra Oy cd Os, 
Os ed Ox, Ox ed Oy, abbiamo 

MO’— as’-j-y' -z 5 -)-2yz cos A-f 2zx cos p-j- ìxy cos ir , 

Mp’=(®— o)’+(y— 6)*+(2— c)’-i-2(y— 6)(s— r) cot A 

-|-2(s — e)(® — a) cos f*-j-2(® — o)(y — b) cost ; 

pertanto l' equazione del piano è 

(1') (<i-| bcosT-j-c cosp.)jc (6-J— c cosA-)-ocow)y-f-(c p6cosA-j-6co»ft).3 
a*-|- 6®— j— c* } 26e e0sA-|-2ae cosfc-l-ìabcosT 
2 

Problema IL Determinare il significalo geometrico dell' aviazio- 
ne lineare 

(2) A*r-t-By4-C3-fD=0, 

®,y,3 esprimendo le coordinate variabili di un punto nello spazio re- 
lativamente ad assi ortogonali. 

Moltiplicando la (2) per una quantità arbitraria p essa si ri- 
duce alla forma (1) determinando le costanti p , a, b, e mediante 
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le equazioni 

p\=a, fB=b, fC=c, fD=— 

e quindi attribuendo loro i valori reali 

, _ — 2D _ — 2DA — 2DB — 2DC 

[} A’-f-BH C’’ a B s f-A’+C*’ b A*-f-B , -j-C r f ~'A s +B , fC 1 ' 

Laonde la equazione (2) convenendo solo a punti nello spazio per 
cui ha luogo la proprietà caratteristica di un piano esprirpe que- 
sta superficie. 

Corollario I. L'equazione (2) si può sempre trasformare nel- 
la (1 ') allorché gli assi sono obliquangoli mediante le equazioni 

p A =a-)-òcosT j-e cos/a, />B=à-(-c cos/- ; -ocost, fC=*4-6cMA-f acotf/. 

2/>D= — (a’-f-ò* pc ! -)-o/ )c ros/4-2ae cosfi.~ r ìab cusw ) , 

da cui si ottengono sempre per o, b, c, ( valori reali. 

Corollario IL La (2) nominasi equazione generale del piano 
e per assi rettangolari, e per assi obliquangoli. Conviene determi- 
narne il significalo o discuterla pei diversi valori che le costanti 
possono assumere. 

I* Sia D=0, la Aai-j-Bji-f-Cs— 0 essendo soddisfatta da 
( 05=0, y—0, z—0 ) coordinate della origine , il piano passa per 
questo punto. 

II. ® Sia A— 0, la By+Cs-j-D— 0 nel piano coordinato t/s si- 
gnifica una retta , o nello spazio conviene a tutti i punti le cui 
projezioni ortogonali od oblique sopra t/s giacciono in essa: quin- 
di rappresenta un piano perpendicolare a quello coordinato delle 
y s o parallelo all' asse Oas. In simil modo Aa;-|-Cy-f-D=0 , 
Ax-j-Bt/-(-D=0 esprimono piani rispettivamente perpendicolari ai 
piani sx, xy, o paralleli agli assi Oy, Os. 

III. ® Se A=0, B=0, la Cs-|-D=0 significa (n.® 4 ) un piano 
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parallelo a quello coordinato delle xy: in simil modo per gli altri. 
Corollario III. Indicando con S la distanza dell' origine delle 

4 

coordinate dal piano, J=OA=-Op, con '■osa, eos/5, cosy i suoi co- 

2 * 


seni di direzione, notando che o, b, e sono le proiezioni di 
Op=2<S sui tre assi ortogonali Oir, Oy, Oz, abbiamo: 


(4) a=2Scosct, b=2tScosp, c—2<Scosy , a*-j- 6*— (— c*== 


Per questi valori I’ equazione (1) prende la forma 
(5) .rcosa-j- t/cosfì-j-zcosy — J— 0 


cd è chiamata forma normale della equazione del piano. 

Eliminando per mezzo delle relazioni (3) (4) le arbitrarie a, 
b, c, si deducono le formule: 


(61 ^ , cosa= - — ^ , 

B’-f-C* rtv'A’-t-B’ ,-C* 


cos £>= 


B 


Va' b s -(-(:- 


cosy- 


: V A' B'-J-C 


per le quali si determinano, e la la distanza del piano dall' origi- 
ne, e la sua direzione in funzione delle costanti dell' equazione 
generale (2). Questa poi immediatamente si trasforma nella (5) 


moltiplicandone ogni termine per il fattore, 


—1 


in 


cui al radicale deve attribuirsi il segno opposto a quello della 
costante D in quanto che la perpendicolare S si considera sempre 
come grandezza positiva. Inoltre gli angoli y, p, a eguagliano gli 
angoli rettilinei che misurano i diedri formati dal piano con cias- 
cuno dei piani coordinati xy, zx, zy. e sono complementari degli 
angoli che il piano forma coi tre assi Oz, Oy, Ox. 

Corollario IV. Presi tre punti M/x,!/,;,) , M t (xjy t s,), M 3 (® s jf,i | ) 
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in un piano, determinarne la equazione in guisa che le costanti siano 
espresse in funzione delle loro coordinate. 

. Denotando con A I' area del triangolo e con V il vo- 

lume della piramide triangolare OMjMjMj, moltiplicando ogni ter- 
mine della equazione (5) per A, si ottiene: 

(7) x.Acosa-| y.Acos^-|-sjVco*y=J.A. 

Ma A cosa, A cos/3, A cosy sono le proiezioni A x , A», Ai di A sui 
piani coordinati zy, zx , x ij, e ^.<f.A è il volume della piramide 
OM | M 1 M J ; per conseguenza la equazione (7) diviene: 


(8) a;A x -fyA r i-sAj=3V, 

in cui i coefficienti hanno espressioni che si deducono dalle f4) 
del n.° 8. 

Corollario IV. Esprimere la equazione del piano mediante i 
segmenti p, q, r che respetlivamente determina sui tre assi coordi- 
nati ortogonali Ox, Oy, Oz. 

Projetlando ciascuo di questi sulla perpendicolare <5 abbassata 
dalla origine sul piano abbiamo S=p cosce, S=qcosfi, S—r cos y ; 
donde introducendo i valori di cos x, cos /3 , cos y nella (5) ti 
deduce 


(») 

ove per la (6), 
( 10 ) 


1 = 0 , 

P <1 r 

D D D 

P=-A’ B ’ r =~C 


Le rette secondo cui il piano è intersecato dai piani coordi 
nati nominanti sue tracce. Allorché esso è espresso mediante l' e 
quazimie generale ne resultano per le equazioni delle tracce : 
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Aay-f-Bj/-!- D=0, A®-j-Ca-(-D=0, By-j-C*-f-D=0 
nei piani xy, 5 x, sy. 

Per assi obliquangoli, esprimendo le costanti A, B, C, D per 
p, q, r, si stabilisce direttamente la equazione (9). 


Problemi Intorno ai plani. 


1 5. Phoblema I. Avendo il piano rappresentalo , per assi orto- 
gonali, dalla equazione 

co cosa {- y cos /3-j— s cos y — <?=0 , 

esprimere la lunghezza della perpendicolare su di esso abbassata dal 
punto M(a3 | t/,z I ). 

Sia P il piede della perpendicolare condotta da M, sul piano 
dato p quello della perpendicolare ebe si parte dalla origine 0, e 
sia Q la projezione di 0 sopra la MP: avendo PQ=pO, come 
rette le quali sono comprese in un medesimo piano, e sono pa- 
rallele tagliate da parallele, posto MP=P, evidentemente abbiamo 
MQ = — P— f-J. Projettando la linea poligonale > cui 

punti estremi sono O ed M sopra la MPQ la sua projezione egua- 
glia MQ : ma x t cosct, y t cosp>, z t cosy essendo le projezioni delle 
rette che compongono la poligonale, si ottiene la espressione 

<e,cos *-} -y,cos 0-fz,cos y = — P r <? , ovvero 
(1 ) — P=aj,cos a-j-y,cos j3-j-z,cos y — J. 

Considerando sempre positiva la distanza ortogonale della ori- 
gine del sistema dal piano, qualunque situazione abbia, la perpen- 
dicolare MP deve essere presa positiva o negativa secondo che M 
giace con O dalla medesima parte del piano, o dalla parte op- 
posta. 
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Corolla rio. Se il piano è dato dalla sua equazione generale , 
per le (6) n.° 1 4, tale espressione si trasforma nella seguente : 

Ajo. - 11 y. C; • D 
(2) — P= — *1 y ‘-_, JLJ — . 

Problema II. Avendo i piani rappresentali, per assi ortogonali, 
dalle equazioni 

xcosx-j-ycos^-j-zcmy — ó’=0, xcosa l ~\~yco$fi l -\-zcosy l — J,=0, 

determinare la e spremane analitica dell’angolo che racchiudono. 

Osservando che l' angolo @ {ormato dalle due normali S, <5, è 
1' angolo rettilineo che misura il diedro dei piani dati , abbiamo 
per esso, n.° 6, 


(3) cos0— coj x cos «,-j-cos cos /3,-j-cos y cos y, , 

jen0— \/ (cos ut cos (cos (ì cos y^’-f-fcos y cos a,)*. 


Corollario 1. Se i piani sano dati dalle loro equazioni genera- 
li Alt-)- By-j-Cz-j-D=0, A'ap- L B';/-|-C'z-j--D— 0, le (3) divengono, 

AA'-fBB'-iCC 

co10 — d^V'+Èt'Tc* . =t=v'À'*-fB' , +C'* ’ 

.„„ 0 _ 

— VA’-f-B’-j-C* ■ ^ V A B'* -j- C* 


Corollario II. Determinare la condizione per cui i piani sono 
tra loro perpendicolari. Dovendo essere 0=90', eos0=O, dalle (3), 

(4) immediatamente si deduce : 

(5) cos x cosa t -\-cos fi cos p> t -\-cos y cos y^O, AA'-|-BB'-j-CC'=-0. 


Corollario HI. Determinare le condizioni per cui i piani sono 
tru loro paralleli. In questo caso poiché 0=0 , seu0=O , per le 
(3), (4), si ottengono le 

fitomrt. Annltt. !4 
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(cos a cos (cos p cos y t )=0, (cos y coi a,)=0 ; ovvero 

(AB^O, (BC')=0, (CA')=0 ; 

le quali ricevono anche la forma : 

(6) cos a : cos ap=cos p : cos p t =cos y : cos y l \ A : A'=B : B'=C : C' , 

e sono due sole, poiché combinandone due qualunque nasce la 
terza. Laonde due piani sono paralleli quando hanno proporzionali i 
coefficienti delle variabili nelle equazioni da cui sono espressi. 

Problema III. Determinare tequazione di un piano che sia pa- 
rallelo ad un piano dato co cos *-\-y cos p-f-z cos y — (f=0 , e che 
passi per un punto dato (a?,;/,*,). 

Prendendo l’ equazions co cos «,-|-y cos /3,-j -s cos y t — J,=0 per 
significare il piano dimandato, fra le sue costanti arbitrarie cos «, , 
cos/3, , cosy t , 3 i , affinchè esso soddisfi alle date condizioni, de- 
vono avere luogo le 

a-jCOSaj-f JfjCOS^j-f-z, cosy i — ^,=0, cosa:cosa l —cosp:eosp t =cosy:cosy i : 
quindi eliminando le arbitrarie si ottiene per esso la 

(7) (®— mjcosa-f^— yjcosp-j-^— z,)co*y=0. 

Corollario- So il piano dato in situazione, è simboleggiato 
dalla equazione generale Aaj-l-By-)-Cs-f-D=0 , quello richieste 
viene espresso dalla 

(8) A(» — «,)-|-B(y — y,)-f C(z — z,)=0. 

Problema IV. Determinare le equazioni dei piani i quali bise- 
cano gli angoli diedri dei piani, 

cccùsz-\-ycosp-j-zcosy — J=0, xcosa t -\-ycosp t -\-zcosy l — i,= 0 , 

e sono condotti per lu retta secondo cui i piani dati si tagliano. 

La proprietà caratteristica di un piano che passa per la co- 


Digitized by Google 



203 

stola di un angolo diedro bisecandolo è d' avere ogni suo punto 
(i tcyi ) ad eguale distanza dalle faccie di questo. Però 1’ origine del 
sistema giacendo entro uno degli angoli diedri formati da due pia- 
ni ed esternamente al diedro con quello supplementario , è sempre 
dalla medesima parte delle due faccie del primo diedro con ogni 
punto del suo piano bisscttore, ed è relativamente al secondo die- 
dro dalla stessa parte per una sua faccia, dalla parte opposta per 
l’altra con ogni punto del piano che lo biseca : quindi , Problema I 
le equazioni 

(9) (xcosot- r ycojp-f-zcojy — <T y :^(xe 0 S 2 ( -}- i/cos (3,-j- zcosy, — J t )=0 , 

che sono evidentemente soddisfatte da tutti i punti posti sulla ret- 
ta di intersezione dei piani dati , esprimono i piani bissettori ri- 
chiesti. Designando l'equazione dei piani dati con una sola lettera 
ti=0, u,==0, alla ( 9 ) si può dare la forma algoritmica 

(10) u=jru t =0. 

CoaoLLÀKio. L’equazione (9), allorché i piani hanno per egua- 
zioni le 

A®+B«H-C*+D=0, A'*4-By-fC'*+D’=0 
divengono: 

Ax+By+C» -f D _A'x-f B’y+C'z+V_ n 
’ ' v/A'-fB’-J-C* VA'* B^-fC” 

Problema V. Dati quattro punti nello spazio 
M,(x 3 y,z,) , M^x^z,), 

determinare lanalitica condizione affinchè siano contenuti in un me- 
desimo piano. 

Il piano determinalo dai tre punti M , M, , M 1 ha per equa- 
zione , xA^-j-yAj-j-zA^SV : quindi la condizione affinchè il quar- 
to punto sia in esso contenuto é 
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(«) «'4 A .+y«A,-f* 4 A.=3V. 


A tale condizione si perviene notando come il volume deUa 
piramide triangolare i cui vertici sono i punti dati debba essere 
nullo e che perciò debba sussistere la relazione 


(13) 


1 ®, y, 3 . 

1 Vi s » 
1 y t i t 



la quale , sviluppata , 
dente. 


immediatamente si trasforma nella prece- 


Equazioni della retta. 


16. Una retta nello spazio è definita mediante due equazioni 
lineari fra le coordinate variabili di un suo punto poiché si può 
considerare come la linea di intersezione dei due piani cui ogni sin- 
gola equazione rappresenta. Infatti le coordinate di ogni punto appar- 
tenente a tale intersezione nel medesimo tempo soddisfano ambe- 
due le equazioni ed inversamente tutti i sistemi di coordinate che 
queste verificano sono proprie a punti che giacciono sopra di essa. 

Problema. Determinare le equazioni di una retta relativamente 
a tre assi coordinati ortogonali. 

Siano (a,6,c) le coordinate di un punto dato A giacente sulla 
retta, (x,y,z) quelle di un punto qualunque M di essa , p sia la 
distanza variabile MA, e cosa, cos/3, cosy, siano i suoi coseni di di- 
rezione, projettando AM sopra i tre assi coordinati, immediatamen- 
te si stabiliscono le equazioni , 

(1) * — a=pcosa, y — b—pcosp , , s — e—pcosy 
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te quali esprimono la retta mediante le quattro variabile p, se, y, z. 
Eliminando fra di esse p si deducono le tre equazioni 

, 2 , x—a__ y^b _% — c 

cosa coi fi coi y 

che equivalgono a due sole in quanto che una è delle altre conse- 
guenza. 

Corollario I. Combinando insieme la prima colla terza, la se- 
conda rolla tersa, posto 


cosa ccosa cose, , ecos/i 

Pi e — (j , — p ., o O 

cosy cosy cosy 1 cosy 11 

si ottengono a rappresentare la retta le due equazioni : 

(3) cc=pz-\-q, y=p 4 s-j- ?I 

che sono frequentemente adoperate. 

La prima di esse esprime nel piano xz una retta, projezione 
della data su questo piano; l'altra la sua projezione sul piano zy. 
Corollario II. Le equazioni 


(*) 


a ? — a y — f> 

l m 



per assi coordinati obliquangoli , esprimono una retta , rappresen- 
tando la linea d'intersezione di due piani. Inoltre le costanti I, m, 
n significano i rapporti delle projezioni sugli assi di una porzione 
arbitraria p della retta , a questa medesima porzione , projezioni 
effettuate da piani paralleli a quelli coordinati 
Inolile essendo 

A=t/Os , n=sOx , T=xOy , ed 

p*= — «)'-(-{!/ — *)*-}-(* — e )*-r * (y — b ) ( s — c ) co»A 1 - 
— |— 4(* — e)(o5 — a)co*pi4-2(x — a)(y — 6)cow, 
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eliminandovi (x — a), (y — •li) , (z — c) mediante le (4) si ottiene frar 
tali costanti la relazione 

(5) 1 eoj A4 2nl eos coi t, 

Corollamo III. Determinare in qual modo vari la situazione di 
una retta nello spazio per particolari valori delle costanti involute 

nelle sue equazioni, — -, l, m, n essendo quantità 

’ l m n 

proporzionali ai suoi coseni di direzione se gli assi sono ortogonali. 

I* Siano a=b—c= 0, il punto A coincidendo coll’origine 0 
del sistema di assi, per questo passa la retta le cui equazioni sono 


( 6 ) 


x y_*_ 

l m n 


II* Sia 1=0, affinchè le equazioni (4) sussistano è necessario 

CO m __ fl . . _ , 

e sufficiente che il rapporto — - — non sia infinito, ma indetermi- 
nato; il che ha luogo ponendo co=a=0. Pertanto le due equa- 
zioni 


( 7 ) 


x=a, 


y **— b s — c 

m n 


esprimono una retta contenuta in un piano parallelo al piano coor- 
dinato zy, e perciò a questo parallela. In simil modo le equazioni 


y=b, 



x—c, 


x — a y — f> 

l m 


significano rette parallele ai piani coordinati xx, xy. 

. a> — a v — b , , 

III. Siano f=m=0, i rapporti — - — , — — — non potendo 

essero infiniti, devono divenire indeterminati e perciò le equazioni 

(8) x—a, y =ò 
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esprimono una retta, che essendo intersezione di due piani respet- 
tivamente paralleli a zx resulta parallela all'asse coordinalo 
0 z. Parimente le equazioni x=a , z=e; y—b, z=c significano 
rette parallele agli assi Oy, Ox. 


Problemi Intorno alle rette 

1 7. Problema I. Determinare le equazioni di una retta che patta 
per due punti dati M( x, y, z, ), M(®, </,*,) gli assi coordinati es- 
sendo qualunque. 

Siano le equazioni della retta. 

x — a y — b z — c 

t m n 

in cui le costanti arbitrarie a, b, e, l, m, n, devono esprimersi in 
funzione delle coordinate dei punti dati. Essendo le quantità a, b, 
c le coordinate di un quoto qualunque A che giace sulla retta, af- 
fiinchè questa passi per il primo punto M è sufficiente porre, 
a=aj,, b=y v c—z v o far coincidere A con M. Allora le sue equa- 
zioni divengono: 

(i) ^ y — y, a — z t 

l m n 


Ma il punto M, giacendo sulla retta, devono aver luogo le con- 

dizioni — -= J 1 , per cui eliminando dalla (I) le 

l m n r ' ' 

costanti arbitrarie si banno le richieste equazioni: 


(«) 


x—x t _ y—y t _ z— 3, 

®t— ®t y,—y t ' 


Corollario I. Le equazioni (2) valgono anche quando gli assi 
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coordinati sono ortogonali. 

Corollario li. Esprimere analiticamente le condizioni per cui 
i tre punti dello spazio M(x l y t -z l ) , > 1 ,( 0 ;, y, *,), M,(®j z^j sono 
sopra una medesima retta. Formate le equazioni (2) della retta 
MM, , le coordinate del terzo M, devono soddisfarle e perciò si 
deve avere; 

(3) «’. —i/s— 

' y.—Vi * — *, ’ 

condizioni richieste. Queste si riducono a due , una essendo ne- 
cessaria conseguenza delle altre Con differente processo si può ad 
esse pervenire. Denotando con A l’ area del triangolo MM,M a , ab- 
biamo A*=A iC , -f~ A y !, ^~A- , ; ma in questo caso A=-0, quindi le 
condizioni che gli corrispondono sono n.° 9, 

( 4 ) A a =A,=A»=0 , 

le quali facilmente si riducono alle, precedenti. 

Problema li. Esprimere analiticamente la condizione necessaria 
affinchè due rette date in situazione nello spazio s' intersechino. 

Siano 

x — a y — b t — c x — a! y — b' z — c' 

l m n 1' m' n! 

le equazioni delle rette date, A (o,6,c), B(a-j-/,6-j-m,c-j-n) siano due 
punti presi sulla prima, A'(a'6V), B'(a'-f-I', b' r m\ c'-j-n') due punti 
sull' altra , la condizione richiesta è quella necessaria affinchè le 
rette siano contenute in un medesimo piano, ovvero la piramide 
triangolare ABA'B' abbia un volarne nullo. Quindi è 



1, a , f» , p 


1, a, b, c 


1 L Li f 




a — a, ò — 6, c — c 

(5) 

1, a-j-/, i-j-m, e-j-n 

— 

0, l , m, n 


l , m ,n 


1, a! , b' , c' 


1, b\ c' 


/' , m', n 


1, a'-j-F, ò'-f»,', c'-j-n' 


0, l’ 
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Corollario. Se le retta sono date dalle equazioni w—pz-\-q , 
y—p t z-j-g, ; (c=p'3-\-q l , la condizione enunciata si 

determina eliminando fra esse le variabili co, y, t perché per le 
coordinate del punto d'intersezione tali equazioni debbono coesi- 
stere. Pertanto abbiamo 


( 6 ) (p— p 0(^* — 0=(p— PiOto— 4) ; 


e per le coordinate del punto d’intersezione si deducono i valori 

q'—q V— q, JJ _ M (p.v.0 

>- P' Pi— p/’ P— p' ’ y Pi— P.' 


Problkma III. Esprimere gli angoli che una retta forma cogli 
assi coordinati ortogonali. 


Sia la retta data dalle equazioni 


j—b_ 


l m n 

cosa, cos fi, cosy i suoi coseni di direzione, e sia r il segmento 
della retta compreso fra i punti (cr.j/.s) , (a,6,c) , abbiamo, 


x — a y — b s — c , 

= = z=zr, e perciò l=rcosa , m=rcosfi , n=rcoiy. 

cos a. cos fi cos y 

Inalzandole a quadrato ed addizionandole membro a membro si tro- 
va, P-j-m’-J-n’— r 1 , e in fine 


(8) cosa= 


l m n 

C0 ^" Vl’+mT-i’ n* ‘ 


É da notare come ciascuna di queste espressioni ammetta due 
valori per cagione del radicale che contiene il quale però in tutte 
deve avere il medesimo segno. Esistono adunque due sistemi di 
valori peri coseni, che determinano e gli angoli a, fi,y ed i loro 
supplementari 180* — a, 180° — fi, 180° — y, angoli che due por- 
zioni della retta misurata da un punto qualunque di essa in op- 
poste direzioni fermano coi rami positivi degli assi. Per il modo di 

Citnmtt. Aneliti. 17 
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contare gli angoli a, fi, y vale la convenzione che essi sono quelli 
corrispondenti alla porzione della retta che forma col ramo positivo 
dell'asse Ot un angolo acuto. Dovendo in conseguenza assumere per 
cosy un valore positivo il radicale prende il segno eguale a quel- 
lo della costante n. 

Corollario I. Se la retta è simboleggiata dalle equazioni , 
x — q y — q. z 

03=p;-|-7 , y— p t 3-\-q t , o dalle — — — , i suoi coseni 

di direzione sono dati dalle espressioni : 


(9) cosa—- 




Vl+p'l-p,’ 


C0S ^AÓÌÌ 


v'i+F-f P' 


cosy- 


Vi+p’+f,’ 


in cui il radicale deve essere affetto del segno positivo. 

Corollario II. Essendo A , p. , ir gli angoli che la retta data 
forma coi piani coordinati xy , xz, yz , o colle sue projezioni ef- 
fettuate su tali piani immediatamente abbiamo 


(10) senh—cosy , senp.— cosfi , senrr=cosa. 


Corollario III. Determinare le equazioni di una retta la quale 
passa per il punto dato (x i y l z { ) e forma cogli assi gli angoli a, 
fi, y. Per le (1) abbiamo 

x — x, y — u, z — z, x — x. cosa, y — y { cósfi 

— il— 1 ovvero . ■= . 

cosa cosfi cosy z — z, cosy z — z, cosy 

Problema IV. Esprimere f angolo compreso fra due rette date 
e riferite ad assi ortogonali. 


Essendo 


w 


x — a v — 1> a — c 

~l ~m~~ n ’ 


x — a' y — h' z — c 
rT 


le equazioni delle due rette , © l' angolo che esse comprendono , 
cosa, cosfi, cosy i coseni di direzione della prima, cos a', cosfi', cosy 
quelli dell’ altra per le formule (5) del numero n.° 7, abbiamo 
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eoi 0 =cos a cos a'-i-eo; p, cos /3'-{-cos y cosy ' , 

sen 9 =V(cos fi cos y '\- 1 (cos y cos a')’- [ (cos a cos p'j* 


!e quali por le (8) divengono: 

II' -\-mm'-\-nn' 


(H) 


n-2 


cos9 -• 


senS- 


V (mn’) , -j-(nr)* -}- (/m'j* 

V'/’+mM-n 4 Vl’lw’+n’ 
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1 due valori eguali e di segno contrario che si hanno dalla (11) 
per il cos 0 corrispondono a due angoli supplementari , acuto od 
ottuso , che le rette comprendono. I due valori che si hanno per 
il seno corrispondono ad archi che differiscono di una semicircon- 
ferenza , di t. Limitandosi a considerare archi minori di ir, il 
valore di sen0 (12) deve sempre esser preso positivo. 

Cobollabio h Le rette essendo rappresentate dalle equazioni : 

( 6 ) x=pxrq, y=p l x+q l \ 

le (11) e (12) si trasformano nelle 


( 13 ) 

(H) 


co .10 


pp'+p.p.'+ < 


. ^(Pi — Pi')* r (p'~ PÌ'-I- ■ PP,') 1 

vriyx^rvijp^p;^ 


Cobollabio IL La condisione affinchè le velie (a) siano scam- 
bievolmente perpendicolari è, per 0 = 90 “ e cos 0 = 0 , 

(1 5) M'-|-mm'-f-nn'=0. 

Questa, allorché le rette, sono date dalle (b), diviene 
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m 


pp'-fp.p'.f 1= °- 

Corollario III. Le condizioni affinché le rette, (a) o (6), siano 
parallele, si derivano dalle (12), (li) ponendovi 0=0 e sono: 

, _ l m n 

(”) ovvero 

( 18 ) 

P Pi 

le quali si riducono sempre a due la terza essendo di esse ne- 
cessaria conseguenza. 

Corollario IV. Determinare le equazioni di una retta che passa 

x — a y — b z — c 

per il punlo (®,y,2,) ed è parallela alla retta — — ~ — — • 

Per i principi sopra espressi esse evidentemente sono 
<g— a>, _ y— y , z—z { 

l m n 


Problemi Intorno »l plani e alle rette 


1 8. Problema I. Esprimere l'angolo di inclinazione di un retta 
ad un piano ambedue riferiti ad un sistema ortogonale di assi. 
Siano 


mensa-)- ycos/i -j zcosy — S=0 ; 


x — a y — b 

cos a 1 cos (>' 


z — e 
cos y 


le equazioni del piano e della retta, sia V l’angolo che questa 
forma col piano, poiché V è complementario coll'angolo compreso 
fra la retta data e la direzione di abbiamo 

(I ) sen\=cosacosoi'- ! r cos^cosf,' J t~eosycosy', 

(2) cot , V=(eoJpcosy')*-(-(cosyeoJa')*-j-(cotac0^p') , . 
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Corollario I. Se il piano e la retta sono rappresentati dalle 
equazioni 

x — o y — b z — e 


A a; j- By-f- Cs-j-D=0 , 
le formule (1), (2) divengono 


I 


(3) 

(*) 


AI-4-Bm-j-Cn 

stnV~— — — : 

vV-t-B’+C’ . n’ 

lr (Bn — Cm ; , J-(Ci — Ar<)*-j-(Am — B/|* 

eM (A*+BVC •).(<• rm' Vn'ì 


Corollario If. Determinare le equazioni di condizione che de- 
vono sussistere fra le costanti della retta e del piano affinchè a 
questo sia essa perpendicolare. Dovendo essere V=90“, dalle (2), 
(4) si traggono immediatamente le relazioni 


. , cosa cosi 3 '•os y A B C 

cosa rospi cosy" l m n 

le quali si riducono a due sole la terza derivandone come neces- 
saria conseguenza. Laonde le equazioni di una retta condotta per 
il punto (cc t , y v z, ) perpendicolare al piano Am-f By-j-C*-j- D=0 
evidentemente sono 


x— a? , _ y— !/, _*— », . 

A B C 


c la equazione di un piano che passa per il punto dato ed è per- 

, a> — a u—b z — c . 

pendicolare alle retta — - — ha la forma 

(7) l[x>— y,)-fn(y— y,)=o. 

Corollario III. Determinare la equazione di condizione che 
deve sussistere fra le costanti della retta e del piano affinchè essa sia 



2U 

a questo parallela. Essendo V=0, dalle (4), (3) si deducono le 
relazioni, 

(8) cos <z eosa'~{-eos p cnsfi'i-cos y cosy'— 0 , Al-f Bm-j-Cn=0. 

Problema II. Determinare le conrdinate del punto d’intersezione 
di una retta con un piano, gli assi coordinali essendo qualunque. 
Siano 

a ; — a t/ — b s — e 

A®-j-Byt-Cs--D— 0, — ; — = =- — 

1 J 1 1 I m n 

le equazioni della retta e del piano dati : eliminando fra di esse 
successivamente le a», y ; se, s ; y, z si hanno per le coordinate 
del punto d’ intersezione le espressioni : 

n(Aa j- Bb-j-Cc+D) _ t m(Aa-|- Bfc-j-Cc fD ) 

' s ~ e —~- .4/+Bm+Cn ’ ' J ' Ài-j-Bm-f-Cn 

l(Aa-|-Bt-fCc+D) 

X ° ‘ Af-f-Bm-j-Cn 

Corollario I. La condizione necessaria affinchè la retta sia pa- 
rallela al piano si determina notando come il punto d intersezione 
k in questo caso all'infinito, e perciò i valori delle sue coordinale 
debbono divenire maggiori di ogni quantità assegnabile. Essa è 
adunque : 

(40) 'aI-| Bm-(-Cn=0. 

Le condizioni necessarie affinchè la retta sia contenuta nel 
piano si hanno osservando come i valori (9) per le coordinale del 
loro punto d’intersezione debbono essere indeterminate: quindi 
esse sono 

(44) AI-|-Bm-|-Cn=0, Aa-f B6-{-Ce4-D=0. 

Se la retta è rappresentata dalle equazioni x = pz-\-a, 
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y—qz-[-b, le (10), (11) si trasformano nelle 

(12) Ap-f-B<H-C=0 i Ap-f Bg-|-C=0 , Afl-f-BÒ+D^O. 

Corollario II. Determinare la equazione del piano che patta 

per il punto (x t ,y v *,) e per la rella =Jtl* = ?Z: c , Assu _ 

i m n 

mendo per il piano richiesto l'equazione Ax (-By j-Cz-j-D=0, le 
costanti arbitrarie A, B, C, D si ottengono mediante le equazioni 
di condizione (11) e Aa>,-f-By l -f-C* l +D_ = 0. Fra queste eliminan- 
do le arbitrarie si perviene alla equazione resultante 

(13) x[ m(s 1 -t)-n , !/,-ii) ] + y [ n (®«— /(*|—«) J 

+ 3 ■[ 1 (y~ a)— m[x t — a)J=0. 

che esprime il piano richiesto. 

Se la retta data è simboleggiata dalle equazioni: <r=:p 3 -j-a, 
y=qs-j-b la (13) diviene 

(1 *) fftj + J a— -(- 2 |p(t/, — 6) — q(w t — o)J=0. 


per 


Corollario IH. Daterminare la equazione del piano condotto 
x — a y — b z — c 

la retta — - — = = parallelamente alla seconda retta, 

Imn 


x — a' i / — b' z — c' 

~T~ == ~rt~^~V 


. Essendo A®-[-By j-C*-|-D=0 


l’ equazione 


del piano, da questa debbonsi eliminare le costanti arbitrarie per 
mezzo delle relazioni (1 1) e Al'~j-Bin'-|- Cn'— 0 Quindi per esso 
si ottiene 


(15) (*— o)(mn’) }-Ctf — bK"0-l~(* — e)(/m')= 0. 

Se le rette sono date dalle equazioni 
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x=ps r a, y=qz-\-b-, x=p' sfa', y= 9 ' 3 -fò', 
lo (12) si cambia nella equazione 

(1 6) (®— a)[q— ?')+(!/— *)(p— p')+ z (w'— P'— 9)=0. 

19. Problema I. Determinare la distanza di un punto dato da 
una retta parimente data nello spazio, gli assi essendo ortogonali. 

Siano ( y t ,z t ) le coordinate del punto dato P, ed 
x — a y — 6 s — c , . . , „ 

= — le equazioni della retta data mediante il pun- 

cojae cosjì cosy r 

to fìsso A ( a, b, c ) preso su di essa, e mediante i coseni cosa, 
cosfi, cosy che ne definiscono la direzione, s’ indichi con B il pie- 
de della perpendicolare abbassala da P su questa retta, allora 
x ( — a, y { — 6, s, — c esprimono le projezioni di AP rispettivamente 
sugli assi 0®, Oy, Oz , ed (oc, — ai cosa, ( y, — b) cosfi , ( z, — c ) cosy 
quelle di ciascuna di esse sulla retta AB ed 


( ®, — a ) cosa 4-( y t — b ) cosjì z , — c ) cosy 
la projezione di AP sopra AB e perciò AB. Laonde abbiamo: 
AB=(® 1 -a)cosa-f(y t -ò)cosp+(z | -c)cosy, AP , =(a-,-a)’-|-(y r 6) , -f-(z 1 -c)*, 
e perciò 


( 1 ) PB«=AP‘-AB’=(® i -a)*-f(y,-»)*H (s-c)* 

— — a)cosa-f-(y ( — b)cos/i — (— (s, — c)cosy j . 


A questa espressione si può dare forma differente, notando come la 
PB*— [ (x-aj'-y (y,— ò)’-r (js,—e)*J (cos'a -f co^ji - \cot'y) 

— [x i — ascosa -j- (y , — b)cosfì -j- (z, — c)cosA^ . ’ 
sviluppando si trasforma nella 
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(2) PB’= | coi y\x i — a ) — co* «(z, — c)j -|- j^coi x{y l — 6) — coi /3(®, — o)j 

-fj^coi^z,— e)— co*y(t/,— ò)J . 


Se la retta è data dalle equazioni 


(«) 


x — « y — 1> z — c 

l m n 


ovvero dalle x=az-\-p , y=bz r q, le espressioni (1), (i) di- 
vengono 

[ ¥ -°) -,-m'y-l»j-f-n^-c)] 

(3) PB‘=(x,— a) s -f(y,— 6}’4-(*,— e) 1 - 

pb — p)* + (y , — »)•+*«* — ■ 

(4) PB‘=[( n (®|— «)— !(*,— «)) 1 &)— 1 *•(*,—' *)) 

-f( M (*r— 1 c ) — »(y, — 1 k ))*] : ( <, +' n, +»’)- 

PB 2 — [( x i —p—az i ) (ai yi — q)— 6(®,— p)) +( fcz .— !/i+<?) ] 

: (a*— f— 6*— j— 1 ) . 


[«{*,— p) i %,— ?)+*.]’ 


Corollario. Determinare le coordinale ilei piede B {»', y, z') 
della perpendicolare condotta dal punto dato P sopra la data retta 
AB. 

Essendo x — a, y — 6, z' — c le projczioni di AB sopra gli 
assi abbiamo : 

x' — o= A Bros a, y — b^Mlcos fì, z' — c— ABcos y , 

G tornii nc j Arm /il. Ì9 
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cd eliminandovi AB, 


(5) x'=a 4~ fos “( (x,— o}cos«+'!/i— 6 ) ccs fi +(*,— e) w * 7 j . 

i/=t+eosP^ (x, — a)cos — tycos ^— (— (s, — ejcosy J , 

3,=r-)-tos yn.o, — o)cos«4-(y,— 6)«w0-K*,— c)cosy^ ; 

e se le rette sono espresse dalle equazioni (a) tali valori di 
vengono 


w 


/[ l{a>i—a)+m{y—l>) e) J 

r .=" 1 e -»*-!-«» 

m[ l(®,— a) -f-m/y,— *)-|-n(* t — e) j 

1 b /’-f-m’ r n" 

n| K x , — a)+-n't/,— 6)-t-n(i,— c) j 


a ^ a ( .r t — p)+6(i/ t — 6) J 

'~à« — iV 


(7) 

fc[ nf.T,— p)-H’(y, — 9)~\~ s s , i a ( J i — P) ir % > — 

o-t-i ~ a’-l-li’+l 

v «*— f— ò*— (— 1 * ' 

Problema II. Determinare la minima distanza di due rette nello 
spazio, yli assi essendo ortogonali. 


Siano 


r — a y — 6 z — e x — o' ;/ — b' z — c 


. — := ^ : I equazioni 

cos cc cos f> ros y eos a cos fU cosy 

delle due rette la prima delle quali passa per il punto fisso A [a,b,c), 
la seconda per il punto A'(a’,6',e'), e siano P, P' i piedi della mi- 
nima distanza su ciascuna di esse e ros A, cos p, cos ir i coseni di 
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direzione di PP' , la projezione di A A' sopra PP', adoperando il 
metodo svolto nel precedente problema , si trova eguagliare 
cos A(u — a OH -cotp.{b — t{c — c'), e riducendosi essa a PP' 
abbiamo : 

PP'=ros A a — n’) eos j iz(6 — fe')— {-cos t[c — c'). 

Ma dovendo PP’ essere normale ad ambedue le rette hanno luogo 
le equazioni di condizione: 

rosArosa , roiu.cosfì-\-cosrco$y=:<ì, rojAcosat' eosfi' rosii-\-rosy’ < ost^O, 
da cui si deducono le 


ros A : cosfìcosy'—coi p : 'tmycosct',=cos T : ( cosacùs(i')—f : I , 

f rappresentando il valore di ogni singolo rap|>orte. Mediante la 
relazione ros’A -+ eo.r/x cojV=1, si ottiene per f il valore 

f*=1: 


oosxcospj* {-(eos/Scosy')*- j- [cosycosx! )’~J , 


e quindi per PP', 

, (il — a')>oijàcosy')~|-(fc — ò'j(cosycosiz') ' (c — c’){rosurosf,' \ 


t 8- PP’ 


(b) 


V icosucosfì'f-- (cosficosy' f-\-[cosycosx * 
Se le rette sono rappresentate dalle equazioni. 
x — a y — b s — c x — a! y — b' s — c' 


t m n ’ t ni' n' 
ovvero dalle 

<r— <13 p, y=zbz |- 9 , .r=a';-f p' , y=b'z </, 


la (8) si trasforma nella espressione 
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I|n „ n ._ [p p'){b—b')-\-{ii — q')(a' — g) 

Vi ab'— a ’fc ; U-(6-67 -L (a-o')‘ 

Ifocrelxl. 

Trovare la espressione dell'angolo formato da due rette, gli 
assi coordinati essendo obliquangoli. 

II. Determinare l’equazione di una retta perpendicolare a duo 
rette dote, gli assi coordinali essendo rettangolari. 

III. Le rette che congiungono i punti di mezzo delle costole 
opposte di un telaedro passano per un medesimo punto. 

IV. I sei piani dei quali ciascuno passa per una delle costo- 
le di un telaedro e per il punto di mezzo della costola opposta 
s incontrano in un medesimo punto. 

V. I sei piani biseltori degli angoli formati dalle faccie di 
un Telaedro passano per uno stesso punto. 

VI. 1 piani biseltori degli angoli diedri formati da tre faccie 
di un Telaedro che concorrono nello stesso vertice ed i piani ester- 
namente biseltori degli angoli diedri compresi dalle tre faccie op- 
poste si segano in un unico punto. 

VII. In un quadrilatero qualunque sghembo la somma dei 
quadrati delle due diagonali , più quattro volte il quadrato della 
retta che ne congiunge i punti di mezzo, uguaglia la somma dei 
quadrati dei quattro lati. 

Vili. Preso un punto in un piano, condurre in questo una 
retta la quale formi con un «Uro piano dato in posizione un an- 
golo nolo, gli assi coordinati essendo rettangolari. 

— rm — 
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